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Bevezetés

A Szamitastudomany alapjai II. tantargy két nagy témakorbe nyujt bevezetést.

Az elsé témakor az adatszerkezetek és algoritmusok teriilete. Az eldadas anyaga, amely a jelen
jegyzetben kapott helyet, az alapvetd adatszerkezetekkel (verem, sor, halmaz, zsak, graf, fa) ismerteti
meg a hallgatot és bemutat néhany ezekhez az adatszerkezetekhez kapcsolddd algoritmust. Az 1.
fejezet foglalkozik ezen a témakoron belill az adatszerkezetek altalanos leirasaval, valamint a verem
adatszerkezethez kapcsolhatd néhany algoritmussal, a 2. fejezet a grafelméletbe és a grafokhoz
kapcsolodo algoritmusokba nyujt betekintést, a 3. fejezet az algoritmusok egy nagy csoportjat, az
alapvetd keresési ill. rendezési algoritmusokat ismerteti. A gyakorlaton az el6adas ezen részének
elmélyitése a cél, még tobb algoritmus megismerésével és ezek megvalositasdval mondatszerii leird
nyelven. A gyakorlat anyaga a ,,Szamitastudomany alapjai II., Programozasi feladatok, feladatsorok,
megoldasok” cimii munkafiizetben kapott helyet.

Az eldadéds mésodik nagy feldolgozott témakore a formalis nyelvek és véges automatak elmélete.
Ezen belill szo esik a generativ grammatikakrol, ezek osztalyozasarol, a Chomsky-féle hierarchiarol, a
véges determinisztikus- és nemdeterminisztikus automatéakrol, a kdrnyezetfiiggetlen nyelvekrol, ezek
kapcsolatarol a programozasi nyelvek szintaktikdjaval, valamint felismerdikrol, a veremautomatakrol.
Ez a teljes témakor a jelen jegyzet 4. fejezetében keriilt kifejtésre.

A Szamitastudomény alapjai II. tantargy és igy ez a jegyzet is feltételezi a Szadmitastudomany
alapjai I. és a Bevezetés az informatikaba tantargyak tananyaganak ismeretét.






1.Adatszerkezetek

1.1 Adattipusok

Ez a targy feltételezi a Bevezetés a programozdasba I targy elsajatitasat, ahol részletesen sor
keriil az adatok és adattipusok definialasara és osztalyozdsara. Ezen ismeretek alapjan az
elemi adattipusokkal mint példaul az egész, valos, logikai(boolean), karakter, felsorolds,
illetve mutato tipus stb. nem kivanunk foglalkozni. A hangsulyt az Osszetett adattipusokra,
ezek és a miiveleteik megvalositasara, valamint a tarban vald 4brazolasukra helyezziik.
Bemutatunk tovabba néhany algoritmust mely ezen adat szerkezetek hasznalatan alapul.

Osszetett adattipusok

Az adatelemek sorrendi, szerkezeti dsszefiiggéssel, elemi tipusok alkalmazasaval hozhatéak

1étre. A tipus attdl fiigg, milyen Osszetett, 1j struktirat hozunk 1étre az elemiekbdl.

Megkiilonboztethetok:

e Azonos tipusu elemek sokasaga. (pld. tomb, szoveg, verem, sor, lista, fa, halmaz)

e Kiilonboz6 tipusu részek egy szerkezetben (rekord).

e Kiilonboz6 tipust részek egy szerkezetben, de valamilyen feltételtdl fiiggden kiilonbozo
adatokkal (alternativ szerkezet).

Az Osszetett adattipusok tobbsége az elsd kategoridba tartozik, amelyeket a rajtuk végzett
miuveletek alapjan kiilonboztetliink meg.
Ilyen lehetséges miiveletek:
e FElem értékének lekérdezése, megvaltoztatasa (tetszleges, elsd, utolso, kovetkezd).
Elemszam meghatarozasa.
Uj elem felvétele (tetszOleges, elsd, utolso, kovetkezd helyre).
Egy elem torlése.
Uresség vizsgalat.
Részsorozat felhasznalasa, megvaltoztatésa.
Elemek sorrendje lehet: - tarbeli — azaz fizikai,
- valodi — azaz logikai.
Ezek kiilonb6zok lehetnek, ezért a szerkezeti Osszefliggéseket is tarolni kell.
Az Osszetett tipusokat a Strukturajuk szerint harom {6 csoportba osztjuk:

e Direkt szorzat tipus: Ertékeit akar n, akér kiilonboz6 tipus értékhalmazabol veszi. Az
n halmaz lehet azonos vagy kiillonbo6z6. Jelolése: T=T1 x Tox ... x Ty

e Unid vagy alternativ tipus: Ertékeit n kiilonboz6 tipus valamelyikébdl veszi.
Jelolése: T=TiuTu ... UTy

o Sokasdg tipus: Ertékeit tobb, de véges sok azonos tipusii elembdl képzett egységek
alkotjak. Alapvetd csoportositasi elv e tipusnal az elemek sorrendiségére vonatkozik.
o Halmaz tipus: Itt az elemek kozott nincs semmiféle sorrendiség. Ilyenek a
halmaz, multihalmaz, tablazat, file, stb.



o Sorozat tipus: Az elemek kozott egyértelmii rakdvetkezdségi relacié van, az
utolsod kivételével mindegyik elemet egy elem koveti €és az elsé kivételével
mindegyiket egy el6zi meg. Tehat megkiilonboztetett elsd és utolsd elemrdl is
beszélhetiink. A memoridban elfoglalt helyiik (fizikai sorrend) és a sorozat
definicidja szerinti sorrend (logikai sorrend) alapjan tobbféle abrazolasmodrol
beszélhetlink. Ilyenek:

tomb
Az elemszam rogzitett, ezen adatszerkezetnél, de barmelyik elemére egy

crer

Szoveg
Ez esetben az elemszam nem minden nyelvben rdgzitett, valamint
egyszerre tobb elemmel is dolgozhatunk.

verem

Ez az adattipus egy olyan sorozat, melynek egyik végével tudunk csak
miveletet végezni. (Az 0j elem a tobbi "tetejére" keriil, mig kivenni vagy
elvenni elemet csak a "tetejérdl" lehet. Olyan mint egy zsdk, vagyis
»stack™.)

Angol roviditése: LIFO: Last In First Out

sor

Ez az adattipus egy olyan sorozat, melynek mindkét végével tudunk
miiveletet végezni, de csak egyfajtat. (Az 0j elem a tobbi utan keriil, mig
elvenni elemet csak a sor elejérdl lehet. Olyan mint egy varakozasi sor,
vagyis ,,queue”.)

Angol roviditése: FIFO: First In First Out

lista

Ez az adattipus egy olyan sorozat, melynek minden elemével tudunk
miveletet végezni, az elemek fizikai sorrend;jétdl eltérd logikai sorrendet
tudunk kijelolni (mutatok segitségével). Barhova lehet 0j elemet beszurni
vagy elemet torolni. Egy elem mutatdja a logikai sorrendben 6t kdvetd
elem cime.

Beszélhetiink egyiranyu vagy kétiranyu kapcsolt listatol.

o Hierarchikus tipus: Ezen tipusndl minden elemet egy elem el6z meg
kozvetleniil (melyet az adott elem sziil6jének is szokas nevezni), és minden
elemnek tobb rakovetkezdje (gyereke) lehet. llyenek a fak, binaris fik, stb.

o Halos tipusok: Ez esetben minden elemet tobb elem is megelzhet
kozvetleniil, és minden elemnek tobb rakovetkezé eleme is lehet. Ilyenek az
irdnyitott és iranyitatlan grafok, halok, stb.

1.2. Adatszerkezetek absztrakt analizise

Definicio: Absztrakt elemi adat: Olyan adategység, mellyel a programozas adott szintjén
végezhetOk miiveletek, de annak részeivel nem.



Definicio: Elemi adattipus (objektum): egy (A,M) kettds, ahol A az adattipusba tartozo
absztrakt adatok nem {ires halmaza, M pedig az m: A x A x ... x A — A alaku miiveletek
véges halmaza.

Példa:

1., Egész tipus absztrakcioja:
A={..,-1,0,1,...} (egészszamok )
M::{+!'}

Szintaktika: +:AxA—> A
-: AxA—>A

2., Boolean (vagy logikai) tipus:
A={ T } M={Av,-}
ahol T az igaz, J a hamis értéket jelsli.
Szintaktika: A : AxA—> A
viAxA—> A
-A—> A

Definicio: Osszetett adattipus absztrakcioja egy (V,F) kettds,
ahol V={V1, V>,....Vm}, m > 2 és

V1 az Osszetett adatok (vagy adatszerkezetek) nem iires halmaza,
V> az Osszetett adatokat alkoto elemi adatok nem iires halmaza,
V3... Vm segédhalmazok (meglétiik opcionalis).

F a kovetkez6 fi miiveletek véges halmaza:
fi 1 Vit x Vi2 X ... xVik = Vin (k>0)

¢s az fi miveletek kozott 1étezik a V1 halmazba képezd, azaz az

fi : Vi1 x Vj2 x ... x Vjm = V1 (m=0)
alaki miiveleteknek egy olyan részhalmaza, melyek egymds utdni alkalmazasaval a Vi
halmaz minden eleme eldallithato.

Példa: Halmaz (set)

V={H HE,B} H: halmazok halmaza
Tt 7 HE: halmaz elemei (elemi adatok, pl. egész szamok)
ViV V3 B: {1, 4}, segédhalmaz.

F={ empty, insert, has, delete }
£ A R
fl f2 f3 f4

A miiveletek szintaktikaja:

empty: —>H : fi:—> @ az uires halmazt hozza létre,

insert: Hx HE - H : f2:Vix Vs —>@ betesz egy elemet a halmazba,



has: Hx HE —» B : f3:VixV2—> V3  megvizsgalja, hogy egy elem
eleme-e a halmaznak,

delete: H x HE — H : fa:Vi1x Vz@ torol egy elemet a halmazbol.

A fenti miveletek koziil az empty (f1), az insert (f2) és a delete (fa) miivelet felel meg annak a
feltételnek, hogy a halmazok halmazdba képezzen, azaz egy halmazt hozzon létre. Ezen
miiveletek segitségével Vi1 minden eleme, azaz minden halmaz eléallithato, sét ahhoz, hogy
V1 minden elemet eldallitsunk, mar az empty és az insert miivelet is elég.

Definicio: Tekintsiik a fenti
fi 1 Vi1 x Vj2 X ... x Vjn = V1 (n>0),
alaktl miveleteket. Ezek koziil a minimalis szamut, melyek egymas utani alkalmazéasaval Vi
minden eleme eldallithatd, konstrukcios miiveleteknek nevezziik.
A tobbi muvelet: szelekcios muvelet.

Példa 1: Halmaz:
empty, insert: konstrukcios miiveletek,
has, delete: szelekcios miiveletek

Definicio: Ha fj : Vi1 x Vj2 x ... x Vjn = V1 (n=0), ahol (V1,1 <i<n)(ji #1), akkor a v = f;
(Vi1, Vj2,...,Vjm) Vji € Vj1 i=1,..,n adatszerkezeteket generdtor vagy konstruktor
elemeknek nevezziikk. (Tehat konstruktor elem egy olyan Osszetett adat, amelynek
1étrehozasahoz nem hasznaltunk fel mar 1étezd Osszetett adatot.)

Megjegyzés: Altalaban egy generator elem van, melyet a f: — V1 konstans fiiggvény allit el6.

Példa 2: Halmaz:
empty: — H generator fiiggvény, mely az iires halmazt (generatorelem) hozza 1étre.

Példa 3.: Zsék (bag), mely annyiban kiilonbozik a halmaztol, hogy benne egy elem tobbszor
is szerepelhet.

V ={B, BE, | }, ahol B: bag ( nem az eldbbi B(oolean)!! ) BE: zsdk elemei (pl. egész
szamok, karakterek) I: egész vagy lehet Bool(ean)
F={ bempty, binsert, bmany (bhas), bdelete }

Szintaxis: bempty: — B,
binsert: B x BE —» B,
bmany: B x BE — I (helyette bevezethetd: bhas: B x BE — Bool),
bdelete: B x BE — B,

ahol bempty, binsert, bhas, bdelete miivelet jelentése megegyezik a halmazoknal leirtakkal,
bmany fliggvény visszaadja, hogy egy elem hanyszor fordul el6 a zsdkban.

Konstrukcios miveletek: bempty, binsert
Szelekcids miveletek: bmany, bdelete
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Példa 4.: VVerem (LIFO)
V = {V (vermek halmaza), VE (verem-elemek halmaza) } / /
F = { create, push, top, pop }

Szintaxis: create: ->V
push: V x VE ->V
pop: \Y ->V
top: \ — VE

Konstrukcids: create, push

Szelekcios:  pop, top
(Itt create az iires vermet hozza létre, push betesz egy elemet a verem tetejére, top a verem
tetején levo elemet, mig pop a tetejétél megfosztott maradék vermet adja vissza.)

Példa 5.: Sor (FIFO)
V = { S (sorok halmaza), SE (sor-elemek halmaza)} /
F = { new, add, front, remove }

Szintaxis: new: —S
add: S x SE —S
remove: S —S
front: S — SE
Konstrukcids: new, add
Szelekcios:  remove, front /

(Itt new az lires sort hozza létre, add betesz egy elemet a sor végére, front a sor elején levod
elemet, mig remove az elejétdl megfosztott maradék sort adja vissza.)

1.3.Adatszerkezetek szemantikdja
Definicio: Szemantika: a miveletek jelentését adja meg.

A miveletek jelentését olyan modon irjuk le, hogy megadjuk a szelekcios miveleteknek a
konstrukcios miiveletekkel eldallitott adatszerkezetekre gyakorolt hatasat. Ezeket az
azonossagokat szemantika-axiomaknak nevezzik.

Példa 1.: Halmaz: Legyen h e H (ahol H a halmazok halmaza, azaz legyen h egy halmaz) és
e1, €2 € HE (ahol HE a halmaz lehetséges elemeinek halmaza)

A szemantika axiomak halmaz esetén:
delete (empty,e ) = empty
delete (insert(h, e1), €2) =
ha e1= e, , akkor delete(h, e1)
I kiildnben insert(delete(h, e2), 1)

ugyanis:
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e=e1=e2
ha e € h, akkor insert(h,e)=h és igy delete(insert(h,e),e) = delete(h,e)
ha e ¢ h, akkor delete(h,e)=h és igy delete(insert(h,e),e) = h = delete(h,e)

has(empty,e)={
has(insert(h, e1), €2)=
ha ei= e, , akkor T
kiilénben: has(h, e2)

Példa 2.: Zsak: Legyen b € B (B a zsdkok halmaza) és e1, €2 € BE (ahol BE a lehetséges
zsak-elemek halmaza)
A szemantika axiomak zsak esetén:
bdelete(bempty,e)=bempty
bdelete(binsert(b, e1), €2)=
ha e;= ez, akkor b
kiilénben: binsert(bdelete(b, e2), e1)
bhas(bempty,e)=+
bhas(binsert(b, e1), €2)=
ha e1= ez, akkor T
kiilonben: bhas (b, €2)

Példa 3.: Verem:v e V (vermek halmaza) és ee VE (vermet alkot6 elemek halmaza)
A szemantika axiomak:

pop(push(v,e))=v «—e

top(push(v,e))=e push (v,e)
pop(create)=create %

top(create)=error

Példa 4.: Sor:s e S (sorok halmaza)és e € SE (sor alkotd elemek halmaza)

A szemantika axiéomak:

remove(add(s,e))= add(s,e)
ha s=new, akkor new
kiilonben: add(remove(s),e) — —
S
remove (s)
front(add(s,e))=
ha s=new, akkor e
kiilonben: front(s) add(s,e)
— e —
S

remove(new)=new
front(new)=error

12



Altalaban egy axiémarendszerrel kapcsolatban az a kérdés meriil fel, hogy:

- teljes-e, azaz minden egy¢éb tulajdonsag levezethetd-e az axiomakbol?

- konzisztens-e, azaz nem vezetheték-e le egymasnak ellentmondé tulajdonsagok
az axiomakbol?
Egy adott Osszetett adatszerkezetre vonatkozdéan a szemantika axiomak rendszerével
kapcsolatban is megfogalmazhatjuk azt az elvéarast, hogy teljes és konzisztens legyen, azaz az
adatszerkezetek Osszes tovabbi tulajdonsaga levezethetd legyen az axidémakbol és ezek a
tulajdonsdgok ne legyenek ellentmonddak. Ahhoz azonban, hogy vizsgilni tudjuk az
adatszerkezetek tulajdonsagait, sziikségiink van annak definialdsara, hogy mikor tekintiink két
Osszetett adatszerkezetet egyenldnek, azaz meg kell adnunk az adatszerkezetre vonatkozdan
ez egyenldség axiomajat.

Definicio: Két odsszetett adatszerkezetet akkor neveziink egyemnlonek, ha a szelekcids
miiveletekkel kivalasztott megfeleld részeik egyenldek.

Példa 1.: Verem

Tegylik fel, hogy VE elemei, azaz a vermet alkoto elemek mar ismert tulajdonsaguak, igy itt
az egyenldség eldonthetd.

Legyen vy, V2 € V, azaz vi, Vo két verem.

Szelekcids miiveletek: pop, top

Ekkor definicio szerint:

Vi= V2 = (pop(vi)=pop(v2) A top(vi)=top(vz) )
Ez az egyenldség axiomaja vermekre vonatkozoan.

Példa 2.: Halmaz
Legyen hy, h2 € H, azaz hy, hy két halmaz.
Az egyenldség axioméja ebben az esetben:

hi=h; ((Ve, e € HE )( has(hi,e)=has(hz2,e) A delete(hs,e)=delete(hz,e))) v

(h1=empty A ho=empty)

De az éltalunk elképzelt halmazfogalom esetében két halmaz akkor egyenld, ha az elemei
egyenldek.
Azaz:
hi=h; = ((Ve, e € HE )( has(hi,e)=has(hz,e))) v (hi=empty A ho=empty)
Belathato, hogy a fenti kovetelmény elégséges a két halmaz egyenldségéhez, azaz igaz az
alabbi
Allitds: ((Ve, e € HE )( has(hi,e)=has(h2,e))) =

((V e, e € HE )(delete(hi,e)=delete(hy,e)))

Bizonyitas: Teljes indukcidval torténhet a konstrukcios miiveletek alapjan.
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1.4.Adatszerkezetek tulajdonsdgai

Vizsgaljuk az adatszerkezetek tulajdonségait!

Az alédbbiakban felsorolunk néhany tételt, melyek a miiveletek kozotti azon kapcsolatokat
irjak le, melyeket az axidmak nem rogzitenek. Ha az axiomarendszeriink teljes, ezeket a
tételeket — melyek a miveletek tulajdonsagait irjak le — mar bizonyitanunk kell tudni az
axiomak alapjan:

Példa: Halmazok esetén:
1., insert(insert(h,e1),e2)=

insert(insert(h,e2),e1)
2., delete(delete(h,e1),e2)=

delete(delete(h,e2),e1)
3., has(delete(h,eq),e2)= ha ei=e; , akkor ¢

kiilénben: has(h,e>)
4., insert(delete(h,e1),e2)=
ha ei=€; , akkor insert(h, e2)
kiilonben: delete(insert(h, e2), €1)

5., has(h, ) = insert(h,e)=h
6., —has(h, €) = delete(h,e)=h

Tételek bizonyitdsa:
1. modszer: az egyenldség mindkét oldalat behelyettesitjiik az egyenldség axidmajaba.

Példa : Fenti 1. allitas.
Legyen e'tetszdleges

has(insert(insert(h,e1), e2), &)= * szemantika axioméaja miatt
| h

ha e,=e', akkor T
kiilonben: has(h”,e")=has(insert(h,e1),e’)

has(h™,e)=has(insert(h,e1),e’)= <
ha e;=e', akkor T
kiilonben: has(h,e")

Tehat 6sszefoglalva:
has(insert(insert(h,e1), e2), €")=
I hy |

hae'=eiv e'=e,, akkor T
kiilénben: has(h,e")
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Mivel a végeredmény fiiggetlen az indextdl, igy azok felcserélésével ugyanez kaphato:

has(insert(insert(h,e2), e1), &")=
| ha |

hae=e;v e'=e,, akkor T
kiilonben.: has(h,e")

Tehat hy és h, halmaz ugyanaz.

2. médszer:
A konstrukcios miiveletek szdma szerinti teljes indukcio.

Példa: Fenti 2. allitas:

1., Legyen h=empty Ekkor

delete(delete(empty,e1), e2) = delete(empty, e2)=empty
T szemantika

Az indexek felcserélésével ugyanez kaphato.

2., Tegyiik fel, hogy h'-re igaz az allitas.

3., Belatjuk: igaz h=insert(h',e)-re is.

Az egyenlet bal oldala:
delete(delete(insert(h',e), e1), €2)=

( Mivel delete(insert(h',e), e1), =
ha e = ey, akkor delete(h’, e1)
kiil.: insert(delete(h', e1),e))

=ha e = e1, akkor delete(delete(h’, e1), €2)
kiil.: delete(insert(delete(h', e1),e), €2)
| h™ |

delete(insert(h”,e), e2)=
ha e= e, , akkor delete(h”,e2)= delete(delete(h', e1), €2)
kiil.: insert(delete(h”, e2),e)=insert(delete(delete(h’, e1), €2),e)

Tehat 6sszefoglalva:
delete(delete(h, e1), e2)=
ha e=e;1 v e= ey, akkor delete(delete(h’, e1), e2)
kiil.: insert(delete(delete(h’, 1), €2),€)

Az indexek felcserélésével kaphato:
Az egyenlet jobb oldala
delete(delete(h, e2), e1) =
ha e= e1 v e= e; akkor delete(delete(h',e2), e1)
kiil.: insert(delete(delete(h', e2), €1),e)

Tehat h'-re vonatkoztatott teljes indukcios feltevésbol kovetkezik, hogy az egyenlet két oldala
azonos.
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1.5. Vermek felhaszndlasa

PI. rekurziv algoritmusok esetében veremben taroljuk a
- paramétereket,
- a lokalis valtozokat,
- a visszatérési cimeket
Példa rekurziv algoritmusra a Hanoi tornyai feladat.
A Hanoi tornyai néven ismert feladat kiinduld helyzete n=6 korong esetén

ﬂ ) R

A B C

Cél: a korongok athelyezése egyenként az elsé rudrol (A rad) a harmadikra (C rud) Ggy, hogy
a kozépsé rudat (B rad) haszndlhatjuk segitségként, de minden esetben csak nagyobb
korongra kisebb korongot rakhatunk.

A megoldas 6 Iépései n korong esetén:

1. Az A rud legfelsd n-1 darab korongjanak athelyezése B radra. (tobb Iépésben —
rekurzidval megoldva)

2. Az A rad legfels6 korongjanak athelyezése C radra.
Jelolése a tovabbiakban: A — C (egy 1épés)

3. A B rud legfels6 n-1 darab korongjanak athelyezése a C rudra. (tobb 1épésben —
rekurziéval megoldva)
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A rekurziv algoritmus 4 paramétere a kdvetkezd:

n: korongok szama,
A: kezdoérud,

B: segédrud,

C: célrud.

TORONY (n,A,B,C): eljaras, mely n korongot attesz A rudrol C radra B rad segitségével.

(Ekkor TORONY(1,A,B,C) a fenti jeloléssel: A — C, azaz a megadott 1 korong athelyezése

TORONY(n,A,B,C)

A radrol C radra.)
Az eljaras struktogramja a kovetkezo:

n=1

A—-C

TORONY(n-1,A,C,B)
A—-C
TORONY(n-1,B,A,C)
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2. Grafelmélet

2.1. Iranyitatlan grdafok

Legyen V egy véges halmaz, E pedig egy V-beli rendezetlen elemparok véges halmaza, azaz E

< VxV (rendezetlen parok). Ekkor a G=(V, E) part irdnyitatlan g r 4 f nak nevezziik, ahol V a
csucsok, E pedig az élek halmaza. (Rendezetlen az elempar, ha (v1,v2) és (v2,v1) kozott nem tesziink
kiilonbséget, vi, V2 € V)

Ha e=(vi,vo)cV xV egy él, akkor azt mondjuk, hogy az é I a Vi és v, csticsokat koti Gssze, és ez a
két végpontja az ec E élnek. Ha két cstics kozott vezet €, a csucsokat szomszédosnak nevezzik.
Definicio: Egy graf egy csucsa i zoldlt c¢sucs, hanem indul bel6le él.

Definicio: H u r 0 k€ | az onmagaba visszatér6 él, azaz ha vi=v..

Definicio: Ha két kiilonb6z6 nem hurok élnek a végpontjai azonosak, a két élet parhuzamos vagy
tobbszoros élnek nevezziik, azaz két pontot tobb €l is dsszekdthet.

Definicio: Az iires gradf csupaizolalt pontbol allo graf.

Definicio: Az egyszerii grdf nem tartalmaz sem hurokélet, ssm tobbszoros élt.
Definicio: A teljes gradf olyanegyszerii graf, amelyben barmely 2 kiilonb6z6 csucs kozott
vezet €l, azaz barmely két pontja szomszédos a grafnak.

Definicio: Egy G graf komplementere aG’ graf, amely G-t teljes graffa egésziti ki.
(1d.2.1. abra)

Teljes graf G G komplementere
2.1. dbra

Definicio: Egy Gi1=(V1,E1) graf a G(V,E) graf részgrd fja ,haEicE,ésés ViV tehat G1-
et G-bdl néhany él és/vagy csucs elhagyasaval kapjuk.

Definicio: A G és Gy grafok iz o m o rf ak, ha létezik a csticsok k6z6tt olyan bijekcio, hogy két
Gi-beli csucs kdzott pontosan akkor vezet €1, ha a bijekcioval megfeleltetett két G- beli cstcs is dssze
van kotve éllel.
Definicio: Egy csucs fo k s z ¢ m a abel6le kiindulo élek szama: d(X), X eV.
Megjegyzés: Az a csucs, amelyre d(x) = 0 izolalt cstcs.
Tétel: Egy n cstcsu teljes grafban minden csucs fokszama n-1 és Gsszesen [”] ¢let tartalmaz.

2

Allitds: Minden grafra igaz, hogy a fokszamok Gsszege az élek szamanak kétszerese:
> d(v,) = 2¢(G)
veV (G);

Megjegyzés: A fenti allitasbol kovetkezik, hogy a fokszamok Gsszege paros, azaz igaz az aldbbi tétel

is.
Tétel: A graf paratlan foku csticsainak szama paros!
Definicié: Elsorozat: (X1,X2), (X2,X3), (X3,Xa),... , (Xn-1,Xn), tetszSleges élek sorozata, ahol (Xi,Xi+1) €E,
i=1,2,...n-1.
Definicio: S é t a : Két tetszoleges csucsot 0sszekdto élsorozat
Definiciéo: V 0 n a | : Olyan séta, melyben minden él legfeljebb egyszer szerepel (cstucsok tobbszor is
lehetnek).
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Definicié: U t : Olyan nyilt séta (kezdé és végpontja kiilonboz6) mely a sétaban szereplé minden
csucsot legfeljebb egyszer érint.

Definicio: K ¢ r : Olyan zart séta (kezd6 és a végpontja azonos), amely a tobbi, a sétdban szerepld
csucsot legfeljebb egyszer érinti.

Tétel: Ha X; és x, csucsok kozott 1étezik élsorozat, akkor 1étezik ut is.

C

A i

2.2. dbra
Példa: Az 2.2 abran lathato G graf esetén:
Elsorozat (de nem vonal): AB, BD, DA, AE, ED, DA (Mert az élek nem kiilonb6z6k.)
Vonal (de nem 1t): BD, DA, AB, BE (Mert a csticsok nem kiilonbdz6Kk)
Kor: BE, EA, AB
Ut: AB, BC,CD,DE vagy AD, DC vagy AE, ED, DC

Definicio: A graf o sszefii g g d,habarmely két cstics kozott vezet ut.

GW

G2

2.3. dbra
Példa:
Az 2.3 abran lathatd G1 graf nem 0sszefliggd, G2 graf szintén nem 0sszefliggd, G3 graf 6sszefiiggd, G
Osszefliggo teljes graf.
Allitds: Ha a G graf 6sszefliggd, akkor n csucs esetén az élek szama >= n-1

Definicio: Euler vonal:olyan vonal melyben a graf minden éle pontosan egyszer szerepel!
Van zart és nyilt Euler vonal. A zart Euler vonalat Euler kornek, a nem feltétlen zartat Euler —tnak
nevezzik.

Megjegyzés: Az Euler ut és kor nem ut €s kor valojaban, hiszen egy csticsot tobbszor is tartalmazhat.
Tétel: Osszefiiggd grafban akkor és csak akkor létezik zart Euler vonal, ha minden cstcs fokszama
paros.

( Egy Osszefiiggd G grafban akkor és csak akkor van Euler ut, ha G-ben a paratlan foka pontok szama
0 vagy 2.)

Az 2.2 abran lathat6 baloldali graf Euler vonala: AB, BD, DC, CB, BE, ED, DA, AE.

Megjegyzés: Egy G gratban Hamilton k o r nek neveziink egy H kort, ha G minden pontjat
(pontosan egyszer) tartalmazza. Egy utat pedig Hamilton Utnak nevezziik, ha G minden pontjat
pontosan egyszer tartalmazza.

( A Hamilton kor és Hamilton ut egy specidlis kor ill. ut a grafban, ellentétben az Euler korrel és tttal.)
Az 2.2 abran lathat6 jobboldali graf Hamilton kére: AB, BC, CD, DH, HG, GF, FE, EA.

Az 2.2 abran lathaté baloldali graf Hamilton kére: AB, BC, CD, DE, EA.

19



A Hamilton kor létezésének kérdése specidlis esete a széles korben felmeriildé Utazo ligyndk
problémanak: Egy ligynoknek meg kell latogatnia titja soran bizonyos varosokat (n db) és végiil haza
kell mennie. Adott, hogy valamelyik varosbol egy masik varosba milyen koltséggel tud eljutni
(reptil6jegy, autout ara). Természetesen szeretné az utak Osszkoltségét minimalizalni. Ez a feladat sok
alkalmazas soran felmeriil, és csak bizonyos specialis esetekben ismeretesek jo algoritmusok a
megoldasara.

Ha feltessziik, hogy bizonyos varosokbol nem lehet kozvetleniil eljutni egyes masik varosokba, mig a
tobbi varosba egységnyi koltséggel lehet eljutni, és az ligynoknek, minden varost meg kell latogatnia,
akkor a feladat a Hamilton kor 1étezésére redukalodik. Hiszen vegylik azt a grafot, melynek pontjai a
varosoknak megfeleld n pont, és amelyben két pont akkor van 0sszekdtve, ha a nekik megfeleld
varosok kozott kozvetlen Osszekottetés van. Ebben a grafban akkor és csak akkor van Hamilton kor,
ha az ligyndk n 6sszkoltséggel meg tud latogatni minden varost.

Hamilton kor létezésének nem ismert egyszerli, egyszerre sziikséges és elégséges feltétele, s
ugyancsak nincs gyors algoritmus sem a Hamilton kor keresésére. Kiilon-kiilon sziikséges és elégséges
feltételek [2]-ben taldlhatoak.

@@f

G2 6J

2.4. abra
Definicio: Gl telitett részgrdfja G -nek ha E; = V1 x V1 N E, ahol G=(V,E), G1=(V1,Ey).

Definicio: Gl feszitd részgrafja G -nek haVi = V.
Példa: Az 2.4 abran lathaté G grafnak G telitett, G, nem telitett részgrafja, G3 feszit6 részgrafja G-
nek.

2.2. Fak és tulajdonsdagaik
Definicio: F a nak nevezziik az olyan 0sszefliggd grafokat, amelyikben nincs kor.

Allitds: Egy n pontu fa éleinek szama n-1.

A fa tetszOleges élét elhagyva mar nem lesz Osszefliggd, és egy tetszOleges élet hozzavéve mar lesz
benne kor.( Azaz nem lesz fa.)

Definicio: Legyen G egyszeri Osszefiiggt graf. AzFfaaGgraf feszitd faja,vagy favaza,
ha F feszit6 részgrafja G-nek.

Tehat az F graf a G graf feszit6faja, ha F fa, és feszitd részgrafja G-nek.

Megjegyzés: Mivel a feszitofa feszitd részgraf, ezért tartalmazza az eredeti graf 0sszes csucsat.
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G Gl G2 63 G4 G5

2.5. abra
Az 2.5-s abran lathato grafok koziil G teljes graf, G1 nem fa, G, fa, de nem favaz, mivel nem
tartalmazza G 6sszes csucsat, Gs feszitofa azaz favaz, hasonldan G4 és Gs is favaz.

Megjegyzés: Az n cstcsu graf esetén a feszitéfahoz n—1 élet kell kivalasztani.

Allitds: G-nek akkor és csak akkor 1étezik feszit6faja, ha G osszefliggd.

2.6 abra.
Egy graf egy lehetséges feszitofaja.

Biz.: => Ha G-nek Iétezik feszit6faja, akkor 0sszefiiggd. Ez az irany trivialis, hiszen a feszit6fa maga
is 0sszefiiggo.

<= Minden 0sszefiiggd G graf tartalmaz feszit6fat.

Ha G-ben van kor, akkor hagyjuk el a kor egy tetszéleges élét. Ha a maradék grafban megint van kor,
ismét hagyjuk el ennek egy ¢élét, és ezt az eljarast folytassuk egészen addig, amig talalunk kort. Ha mar
nincs tobb kor, akkor nézzikk meg, mit kaptunk. Az eljards soran soha nem sériilt meg az
Osszefiiggdség, hiszen mindig egy kor egyik élét hagytuk el. Nem hagytuk el a grafnak egy pontjat
sem. Igy a maradék graf lathatéan G egy feszitdfaja.

Legyen a csticsok szama =n, az ¢élek szama =m. Mivel a feszitofa éleinek szama n-1, ezért a fenti

algoritmus soran m-(n-1) élet hagyunk el.

Definicio: Ciklikus szam :(Ciklometrikus szam, nullitas)
2(G) =m —(n-1) =m—n +1, ahol m az élek, n pedig a csticsok szama.
Osszefiiggd graf esetén:

Ha 2 (G) = 0 akkor a G fa.

Ha 2 (G) =1 akkor egy kor van a grafban.

Ha 2 (G) >=1 akkor legalabb 2’ (G) kor van a grafban.

Példa: Az 2.4 abran lathatd G grafesetén: o (G)=5-4+1=2, Korok szama: 3

Definicio: A kormentes (nem feltétlen 6sszefiiggd) grafokat erddnek nevezziik. Egy F graf a G graf
feszitéerdeje, ha F erd6 és minden komponense feszit6faja G megfeleld komponensének.
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Konnyen lathato, hogy egy erdé Osszefiiggd komponensei fik. Igy teljesen hasonléan a fentiekhez
belathato, hogy ha az F erd6 pontjainak szama n, komponenseinek szama k, akkor F —nek pontosan n—
k éle van. Ennek specialis esete, amikor F fa, hiszen ekkor 1 komponensbdl all.

Cayley bebizonyitotta, hogy az {1,2,...,n} pontokon — ha most kiilonb6zéknek tekintjiik az egyébként
izomorf grafokat — pontosan n "2 darab kiilonb6zd fa adhato meg. Ennek a tételnek a bizonyitdsahoz
sziikséges a Priifer kod. A bizonyitast nem részletezziik, (Isd [2] ) de a Priifer — kod egyébként is
hasznos, igy ezt az alabbiakban bemutatjuk.

Az {1,2,...,n} pontokon adott fahoz rendeljiink egy szamsorozatot a kovetkezoképpen. Hagyjuk el a fa
els6foku pontjai koziil a legkisebb indexiit, és jegyezziik fel a szomszédja (a vele 0sszekotott egyetlen
pont) indexét. Legyen ez V1.

Ismételjiik az eljarast a maradék fara, majd folytassuk egészen addig, amig csak egy pont marad.
Vilagos, hogy az utols6 pont az n sorszamu. Ugyanis ezt biztosan nem hagytuk el soha, hiszen mindig
legalabb két els6foku pont volt, és nyilvan nem lehetett a kisebb sorszam az n. Ezért nem is kell, hogy
a szamsorozat végén feltiintessiik.

Az igy kapott Vi,Va,...Vn2 SOrozatot a fa Priifer-kodjanak nevezzik.

Példaul az 2.7 abran lathato fa Priifer —kodja: 4, 4, 6, 8, 8,9, 9

E kodbdl barmikor visszaallithato a fa.

2.7. abra

2.3. Minimalis sulyu feszitofa keresés
(A moho algoritmus.)

Legyen adott n csticsi egyszerti 0sszefiiggd graf, valamint az élekhez rendelt valés nem negativ
szamok, melyek az élek hosszat vagy egyéb fizikai jellemzojét irjak le. Ezt a szamot altalaban az ¢l
»sulyanak” szokas nevezni. Keressiik azt a kifeszit6 fat, amelyben az élek 6sszes stilya minimalis.

Az 2.8 abran a fa minimalis sulyu feszit6faja lathato. Ennek 0sszstlya: 16.

Egy grafnak tobb feszit6faja 1étezik, és ezek koziil a minimalis feszitéfa kivalasztasa sem feltétleniil
egyértelm, de barmelyiket valasztjuk is, a minimalis 6sszsulyuk azonos.

? 0

2.8. dbra
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Graf és a minimadlis sulyu feszit6faja.
Adjunk algoritmust, amely megkeresiaminim dalis sualyu feszitdfat!

Nyilvan ugy kell az éleket kivalogatni a feszitGfaba, hogy Osszességében a legkisebb sulytiak
keriiljenek be. A hasznalt algoritmus az n. mohoé algoritmus, azaz végrehajtdsa soran minden
Iépésben a lehetd legkisebb élet valasztjuk ki, feltéve, hogy ezzel az éllel nem alakitunk ki kort az
eddigi fa szerkezetli grafban. Ebben az esetben ez az ¢l ki kell hogy maradjon. Azt is figyelni kell,
hogy minden csucs szerepeljen a faban. Ezeket az elveket fogalmazza meg a kdvetkezo algoritmus.

KRUSKAL - féle MOHO algoritmus.
e Rendezziik sulyuk szerint ndvekvé sorrendbe az éleket.
e Vilasszuk ki sorban az éleket, de olyat ne valasszunk ki, amelynek kivalasztasaval kor
keletkezne.
e Az el6z6 pontot ismételjiik n-1 szer.

Az algoritmus pontosabban:
1. Az élek sorba rendezése a hozzajuk rendelt értékek novekvo sorrendje alapjan.
2. Tekintsiik a sorrendben kovetkezo e élet.
3. Ha az eddig kialakult R részgrafban e hozzaillesztésével kor keletkezne, akkor menjiink a 2.
lépésre, azaz vegyiik a kdvetkezo e élet. Egyébként pedig e-t vegyiik hozza R-hez.
4. Ha R ¢leinek szdma < n-1-nél akkor menjiink a 2. 1épésre, kiilonben vége az algoritmusnak.

Megjegyzés: Altalaban egy algoritmust mohé algoritmusnak neveziink, ha végrehajtasa folyaméan
minden lépésben az éppen a legjobbnak tiind lehetdséget valasztjuk, és nem torddiink azzal, hogy
esetleg egy most rosszabbnak tiind valasztassal végiil jobb eredményt kaphatnank.

A Kruskal algoritmus mohé algoritmus a legkisebb feszit6fa megkeresésére.

A moho algoritmus mas feladatokra is hasznalhatdo, de nem minden esetben ad feltétleniil jo
megoldast!

Szamitogépes megvalositds esetén felmeriilé problémdk:

e Az els6 lépéshez vannak jo sorba rendezé algoritmusok. Ha tobb él érteke egyenld, akkor
mindegy, hogy melyiket vessziik eldbbre, a minimalis koltség nem fog valtozni, esetleg a
favaz.

e A 3.1¢épésnél felmeriil, hogyan lehet eldonteni egy élrdl, hogy bevalasztasaval kort kapunk, vagy
nem. Ennek a kérdésnek az eldontésére szolgal az alabbi algoritmus:

A mar kivalasztott csticsokat soroljuk halmazokba aszerint, hogy az épiild feszit6fa melyik 6sszefiiggd
részgrafjahoz tartozik. A most sorra keriil6 0j €l 2 végpontjat vizsgaljuk meg. 4 eset lesz:
1. Ha a 2 végpont azonos halmazban van, akkor a vizsgalt él nem keriil be az épiilé favazba,
mert kiilonben kort kapnank.
2. Haa 2 végpont nem ugyanabban a halmazban van, az uj élet vegyiik hozza a feszit6fahoz, és
egyesitsiik a két halmazt.
3. Ha csak az egyik végpont szerepel valamelyik halmazban, akkor a masik végpontot tegyiik be
az els6 végpont halmazaba, az 10j ¢l pedig a feszitéfaba keriil.
4. Ha egyik végpont sem szerepelt eddig a nyilvantartasban, akkor a 2 csuccsal kezdjiink ujabb
halmazt, a koztiik 1évo élet illessziik a favazba.
Lassuk ennek megvalositasat a 2.9 —es abran lathato graf példajan:
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No6vekvo sorrend:

BC 1.9

BE,FG 2.1

EJ 2.2

IL,KL 2.6

JK 3.2

AB 3.6

CD 3.7

AH,DN 3.8

AE,KN 4

MN 4.2

stb

Elek bevalogatésa: Bevalasztott él sorszadma:  hossza:
B-C H.={B,C} 1 1.9
B-E H.={B,C,E} 2 2.1
F-G Hi, Ho{F,G} 3 2.1
E-J H.-={B,C,EJ}, H> 4 2.2
I-L Hi, Ha, Hs={l,L} 5 2.6
K-L Hi, H., Hs={l,K,L} 6 2.6
J-K H:= H;u Hs={B,C,E,I,J,K,L}, Ha, 7 3.2
A-B H:={A,B,C.E1,J,K,L}, Ho, 8 3.6
C-D H:={A,B,C,D,E,I,J,K,L}, Ha, 9 3.7
A-H H.={A,B,C,D,E,H,1,J,K,L}, Ho, 10 3.8
D-N H:={A,B,C,D,E,H,I,J,K,L,N}, H2, 11 3.8
A-E Ac Hi, Ee H; nincs -
K-N Ke Hi, Ne H; nincs -
M-N H.={A,B,C,D,E,H,I,J,K,L,M,N}, Ha, 12 4.2
D-J De H;,Je H; nincs -
H-J De Hy,Je H; nincs -
H-K He Hi, Ke H; nincs -
A-F Hi=HiUH; 13 5.1

Készen van a favaz. Hossza: 40.9
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2.4. Iranyitott grdfok

Definicio: Egyszerii irdnyitott graf a G = (V,E) kett6s, ahol V a csucsok, E az élek halmaza, E
={<x,y>, X#y, rendezett parok, x,y € V } ; ( <x,y> és <y,x> megengedett, de hurok és tobbszords ¢l
nem)

Megjegyzés: G-hoz hozzarendelhetd egy G iranyitatlan graf az alabbi modon:

Ha G = (V,E), akkor G=(V,E)

V(G)=V(G), E ={[x,y] | <x,y> € E vagy <y,x> € E }, azaz az élek iranyitasat elhagyjuk, ha két cstics
kozott mindkét iranyban vezetett él, akkor csak egyet tartunk meg. (2.10. abra )

Példa

2.10. abra

Definicio: Csucsok fokszama: Iranyitott grafok esetén kétféle fokszam értelmezhetd, a csucsok ,,be”
foka a csucsba bemutato élek szama, a cstucsok ,,ki”” foka a csticsbol indul6 élek szama.

dpe (X) : e= <y,x> élek szama

dwi (x) : e= <x,y> élek szama
d(x) jeloli egy xeV csucs esetén a csucsba bemutato és kimutato élek Ssszességét.

d(x)= dpe (x) + dki (X)

Megjegyzés:

Z dpe (X) = Z dui (X) = e(G), a graf éleinek szama.
X X

Példa.

Az 2.10. —es dbran lathatd G grafra dee (1)=1; dve (3)=1 ; di (1)=3 ; di (3)=1 ;
Tehat d(1)=4 ; d(3)=2;

Definicio: Iranyitott élsorozat.
<X0,X1><X1,X2> ... Xk-1,Xk> = <X;,Xi+1> € E tetszbleges élek sorozata.

Definicio: Iranyitott vonal, ut, kor: hasonldéan értelmezhetd, mint az iranyitatlan grafok esetén,
természetesen az ¢lek irdnyitottsagat figyelembe véve.

Példa Az 2.11 abran lathato G1 graf tartalmaz iranyitott kort, mig a G2 nem.

2.11. abra

Definicio: Gyenge dsszefiiggdség: Egy G graf gyengén sszefliggd, ha G 6sszefiiggd, ahol G a G —hez
rendelt iranyitatlan graf.

Definicio: Erds osszefiiggdség: G erGsen 0sszefliggd , ha barmely két x és y € V csucs esetén létezik
X =y Ut és létezik y — x Ut is.
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Példa: Az 2.12. abra szerinti G1 gyengén Osszefiiggd, de er6sen nem. (Hiszen pld nem létezik az 1—>3
ut)
A G2 erbsen és gyengén is 0sszefliggo.

2.12. dbra

Megjegyzés: Ha egy iranyitott graf er0sen Osszefliggd, akkor gyengén is az. Visszafele az allitds nem
igaz.

Iranyitott graf esetén a fa graf fogalma és definicidja lényegesen eltér az iranyitatlan graf esetén
hasznalttol.

Iranyitott fa graf minden olyan graf (és csak az), mely az alabbi rekurziv definicioval adhat6é meg:
Definicio: Iranyitott fa (rekurziv definicid)

1, Legyen az 1 csucspontbol allo graf egy iranyitott fa. Ennek gyokere és levele is adott 1
csucspont.

2., Legyen G=(V,E) egy mar eldallitott k-1 cstccsal rendelkez6 iranyitott fa, melynek gyokere az
I csucspont, levelei az Iy, ...In csucsok.

3, A fenti fabol egy 0j b csucs (b ¢ V) hozza vételével az alabbi modon kaphato iranyitott fa:
Legyen a € V egy mar létez6 csucs. Ekkor b hozza vételével egy b uj a—b élet is hozza kell venni a
fahoz.

Ekkor az uj graf: G'=(V'E) , V=V u b, E=E U <ab>

2.13. 4bra

Ekkor az uj fa gyokere marad r. Ha a cstcs levél volt (a = [;), akkor az uj levelek:
l1,..., li1,b,lj+1, ... Im,b kiilonben az 4j levelek: Iy, ...0m,b

Fa tehat az, és csak az ami ezzel a konstrukcioval el6allithato.

Példa:
1.1épés 2.1épés, 3.1épes vagy 3. Iépés
) * CRC

2.14. 4dbra

Allitds: A gyokértdl minden csucsba pontosan 1 ut vezet.
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2.5. Binaris fak

A szémitastechnikdban fontos szerepet jatszanak azok az adatszerkezetek, amelyeknek elemei kozott a
szerkezeti Osszefiiggések iranyitott faval abrazolhatok. Nézziik az alabbi egyszerii aritmetikai
kifejezést: a*b +c.

Ennek kiszamitasi szabalyat faval abrazolhatjuk. A fa iranyitottsagat mindig a gyokértdl a levelek
iranyaban képzeljiik el, és a tovabbiakban nem &brazoljuk.

2.15. abra

A tovabbiakban olyan fakkal foglalkozunk, amelyeknél egy csomopontbol legfeljebb két €l indul ki;
ez a binaris fa. Gyokérelemnek nevezziik azt az elemet, amelybe nem fut ¢él. Binaris fa esetén minden
csomopontnak 0,1 vagy 2 rakovetkezdje (gyereke) lehet.

Egy fa esetén beszéliink gyokér (sziild) elemrdl, ami mindig a 0-dik szinten van. Az elsé szinten van
maximum két gyereke, a bal és a jobboldali gyerek. A masodik szinten mar legfeljebb 4 elem taldlhato
mindkét gyerek bal és jobboldali gyereke. A baloldali gyerek és az ¢ két gyercke alkotja a gyokér
baloldali részfajat, mig a jobboldali gyerek az 6 gyerekeivel a jobboldali részfat.

Példa Legyen egy kétoperandusos miiveleteket tartalmazoé algebrai kifejezés:
E=(a-b)/((c*d)+e) Abrazolasa a 2.16 abran lathato.

/\
SN

2.16. abra
Definicio: Teljes bindris fa akkor keletkezik, ha minden csomoépontnak megvan feltétlen mind a két

gyereke, kivéve az utolso szintet, ahol baloldalrol vannak a gyerekek, de nem feltétlen toltik ki a teljes

szintet.
Tehat az utolsé szintet kivéve minden szinten a csomopontok szama maximalis, az utolsé szinten

baloldalrdl helyezkednek el a csomdpontok.
Példa: Az 2.17-es abran egy Tio teljes binaris fa lathato.

1
2/ \3
4/ \5 6/ \7
8/ \9 10/

2.17. abra
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Megjegyzés: Az 2.16. dbran lathatd fa nem teljes.

Definicio: Kiterjesztett bindris fa (kettes fa): minden csomopontnak 0 vagy 2 gyereke van.
2 gyerekes csomopont: belsé csomoépont (O)
0 gyerekes csomopont: kiilsé csomopont, vagy levél ([7)

1.Példa

d

o A
L

2.18. abra

2. Példa Két operandusos miiveletek szemléltetése:

operandus: kiilsé csomdpont

operator: belsé csomopont
Lathat6 az 2.16 —os abran a -, /, +, *, operatorok mind belsé csomopontok, az a, b, ¢, d, e, operandusok
pedig mind kiilsé csomopontok ( levelek).

2.5.1. A binaris fak abrazolasa.

Ahhoz, hogy alkalmazni tudjuk a fa adatszerkezeteket matematikai problémaék szamitastechnikai
feldolgozasa soran, elsdként abrazolnunk kell tudni egy adott programnyelv eszkdzeivel ezt ez
adatszerkezetet. Az abrazolasra kétféle alapvetd lehetdség nyilik.

1. modszer: lancolt listakkal torténd abrazolas.
Az abrazoland¢ fa a kovetkez0:

F J K
gyokérmutato = W/ — jobbmutat6
balmutatd ____> A
i e iy [/ I W
%) D %) E %] G %) H J
% F %) %) J %) %} K %)

2.19. abra
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Minden adatelemet (ADAT(N)) két mutatoval egészitiink ki (BAL(N)), JOBB(N)), amelyek
megadjak az elemtdl balra, illetve jobbra elhelyezkedd elem, azaz az adott elem bal és jobb
gyerekének cimét. A GYOKER nevii valtozo fogja tartalmazni a gyokérelem cimét. Ha egy mutat6
értéke 0, az azt jelenti, hogy a fa arra nem folytatddik, az adott elemnek nincs bal ill. jobb gyereke.
(Ha a gyerekek feldl a sziil6 csomopont felé szeretnénk megkdnnyiteni a haladast, hasznalhatunk
kétirany listat is, azaz kiegészithetjiik az elemeket egy harmadik mutatdval, mely a sziilére mutat.)

2. modszer: vektorban torténd abrazolas. (szekvencialis abrazolas)

Az adott fa elemeit helyezziik el egy vektorban gy, hogy a gyokérelem legyen a vektor 1. eleme, 6t
kovesse a bal, majd a jobb gyereke, azaz a fa 1. szintjének elemei sorfolytonosan, majd a 2. szint
elemei sorfolytonosan €s igy tovabb. Ha egy adott helyen a fa nem tartalmaz elemet, a vektorba
nullelem (0) keril.

A vektorbdl konnyen kiolvashatd egy adott csomdpont gyerekeinek ill. sziil6jének indexe az alabbi
Osszefiiggés alapjan:

A K-dik csomopont bal rakovetkezdje: 2*K-dik elem

A K-dik csomopont jobb rakdvetkezdje: 2*K+1-dik elem

A K-dik csomépont sziildje a K/2 alsé egészrészeként szamithato elem.
Az elébbi graf abrazolasa vektorban:

[AlBlc|Dle|]Gc|H]|og[o[Flo[J][K[o]|o]

Megjegyzés: A szekvencialis abrazolas hatékony, ha a fa teljes vagy csaknem teljes, hiszen ekkor
nullelemek csak a vektor végén helyezkednek el.

2.5.2. A binaris fak bejardsa.

Egyes algoritmusok estén sziikség lehet a binaris fak bejarasara, azaz az 6sszes cstcs egy adott
A binaris fa bejarasakor harom stratégiat alkalmazhatunk:

Preorder bejaras: azaz a gyokér elem, majd a bal oldali részfa preorder bejarasa, végiil a
jobboldali részfa preorder bejarasa.

Inorder bejdrds: azaz eldszor a bal részfa inorder bejarasa, majd a gyokérelem, végiil a
jobboldali részfa inorder bejarasa.

Postorder bejdras: azaz elészor a bal részfa postorder bejarasa, majd a jobboldali részfa
postorder bejarasa, végiil a gyokérelem feldolgozasa.
Példa:

Preorder: ABDHKECFIJLMG
Inorder: DKHBEAIFLIMCG
Postorder: KHDEBILMJFGCA
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A preorder bejaras rekurziv algoritmusa:
(mindegyik eljarast a Gyokér cimmel kell meghivni.)
1. Preorder bejards (R gyokerii faé)
1. gyokér feldolgozasa
2. R bal oldali részfajanak preorder bejarasa
3. R jobb oldali részfajanak preorder bejarasa

[ Preorder (R) ]

R levél /
1 H
R feldolgozasa
R feldolgo- Bal (R) = NIL
z4sa I /4
Preorder
(Bal(R))
Jobb (R) = NIL /4
|
Preorder
(Jobb(R))
2.21 abra
PREORDER(MUT):

Ha MUT <> 0 akkor Ki: ADAT (MUT)
PREORDER (BAL (MUT))
PREORDER (JOBB (MUT))
Elagazas vége
Eljaras vége

1I. Inorder bejards
1. R bal oldali részfajanak inorder bejarasa
2. R gyokér feldolgozasa
3. R jobb oldali részfajanak inorder bejarasa

INODER(MUT):
Ha MUT = 0 akkor INORDER (BAL (MUT))
Ki: ADAT (MUT)
INORDER (JOBB (MUT))
Elagazas vége
Eljaras vége

I11. Postorder bejaras
1. R bal oldali részfajanak postorder bejarasa
2. R jobb oldali részfajanak postorder bejarasa
3. R gyokér feldolgozasa
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POSTORDER(MUT):
Ha MUT = 0 akkor POSTORDER (BAL (MUT))
POSTORDER (JOBB (MUT))
Ki: ADAT (MUT)
Elagazas vége
Eljaras vége

Ezek az eljarasok, bar megadjak a kiilonboz6 modon bejard algoritmusokat, rekurziv eljarasok,
melyek tobb programnyelvben nehezen valosithatoak meg. Ezért elkészitjiik a nem rekurziv
valtozatukat is.

Felhasznaljuk a mar megismert veremhasznal6 algoritmusokat, melyek a masodik kotetben
megtalalhatoak.

( Az eljarasoknal V a verem, X az elemérték, VM az aktualis mutatd( az elsé szabad helyre mutat). Ha
iires a verem akkor VM=1 )

VEREMBE(V, X):

VEREMBOL(V,X):

A fa bejaro algoritmusok:

A MUT egy mutaté ami a feldolgozand6é csomdpontra mutat. A veremben a még feldolgozando jobb
csomopontokat taroljuk. Ha nincs tovabbi bal vagy jobb levél, akkor a megfelelé mutatd 0. A V;
végjel jele.

PREORDER(GYOKER):

VEREMBE(V, Vj)

MUT:=GYOKER

Ciklus amig MUT # Vj
Ki: ADAT(MUT)
Ha JOBB(MUT) #0 akkor

VEREMBE(V,JOBB(MUT))

Ha BAL(MUT) =0 akkor
MUT:=BAL(MUT)
Kiilonben:
VEREMBOL(V,MUT)

Ciklus vége

Eljaras vége

2.22. abra
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A program képzeletbeli lefuttatasa soran a verem és a kifejezés tartalmanak alakulasa a 2.22
abran lathat6 fara az alabbiakban lathat6:(Vj a végjel):

Input verem tartalma  Mutato Bejarasi sorrend alakulasa
Vj A A
Vj,C B AB
D ABD
Vj,C,H G AB,D,G
Vj,C H ABD,GH
Vj,C K
Vj,C, AB,D,GHK
C ABD,GHK,.C
Vj,F, A,B,D,GH,K,C
E ABD,GHK,CE
F AB,D,GHK,CE,F
Vj eljaras vége
INORDER(GYOKER):
VEREMBE(V,V))
MUT:=GYOKER
Ciklus amig MUT # Vj
Ciklus amig MUT =0
VEREMBE(V,MUT)
MUT:=BAL(MUT)
Ciklus vége

VEREMBOL(V,MUT)
HA MUT=0 akkor Ki: ADAT(MUT)
MUT:=JOBB(MUT)

Ciklus vége

Eljaras vége

A kovetkez0 eljaras megirasat a hallgatora bizzuk.
POSTORDER(GYOKER):

Példa 1:. Adjuk meg az alabbi infix kifejezés grafjat és bejarasait: (a —b) / (¢*d + e)

A bejarasok:
Preorder: /-ab+*cde
Inorder: a-b/c*d+e
Postorder: ab-cd*e+/

2.23. abra

A harom bejaras eredménye a kifejezés megfeleld prefix, infix, illetve postfix alakja.
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2.5.3. Aritmetikai kifejezések lengyelformdra hozdsa, és kiértékelése.[!

Ma mar természetes, hogy egy matematikai kifejezés kiértékelését automatikusan meg tudja oldani
barmely programnyelv. De vajon hogyan? Alapvet6 probléma, hogy az altalanosan hasznalt infix
kifejezésekben, ahol a miiveleti jel az operandusok kozott all ( pl. 1+2*3) a kiértékelési és a felirasi
sorrend nem azonos. Olyan formara kell tehat hozni a kifejezést, ami egyértelmiien kifejezi a
végrehajtasi sorrendet. A kifejezésnek ezt az atirasat a kifejezés len gy el fo r m djanak vagy
posztfix kifejezésnek nevezik (Ugyanis egy lengyel matematikus hasznalta el6szor a formulakat ilyen
formaban). A lengyel forma lényege, hogy a miiveleti jelek nem a miiveletben szereplé adatok kozott,
hanem mogottiik talalhatok, a miveleti jelek sorrendje egyben végrehajtasi sorrend;jiiket is jelenti. ( A
fenti pl. esetén 123*+)

Vegyiik észre, hogy a kifejezés ilyen felirasi formajaban nincs sziikség zardjelezésre (hiszen az a
végrehajtasi sorrend megvaltoztatasara szolgalt, itt pedig ezt a felirasi sorrend egyértelmiien eldonti.)!
Belathatd, hogy a kifejezést abrazold fa postorder bejarasa ugyanazt a kifejezést adja, mint a lengyel
forma, azaz a posztfix kifejezést, mig inorder bejarasa a hagyomanyos infix kifejezést. Lehet
értelmezni egy kifejezés prefix alakjat is, mely az 6t dbrazol6d fa preorder bejarasaval kaphatdé meg.
(2.23. abra.)

Kiértékelés szempontjabdl a posztfix alak a megfelelé forma, csak éppen nem kovetelhetjiik meg
senkit6l, hogy ilyen formaban adja meg a kifejezést a programjaban. Tehat meg kell oldani az infix
modon felirt kifejezés ilyen formara valé hozésat, majd a formula kiértékelését.

2.5.3.1. Infix kifejezés dtalakitisa postfixé.(algoritmizdlhato forma.)(Lengyelformara hozas)

Olvassuk el az infix kifejezést balrol jobbra haladva, és az olvasott érték tipusatol fiiggden jarjunk el a

kovetkez6 modon:

1. Ha szamot olvasunk (altalanosabban: operandust, mely lehet szam vagy valtozo), akkor az a
postfix kifejezésbe kertil

2. Ha (nyit6 zardjelet, az a verembe keriil.

3. Ha operatort (miveleti jelet), akkor az a verembe keriil, de ha az alatta 1évé operator(ok)
magasabb prioritast(ak), akkor ki kell venni 6t (6ket) a verembdl, a postfix kifejezésbe attenni és
csak ekkor tehet6 az 0j operator a verembe.

4. Ha) csuko zarodjelet, akkor mindaddig vessziik ki a verembdl az elemeket és helyezziik a postfix
kifejezésbe, amig meg nem talaljuk a csukd zardjelhez tartozo nyitd zardjelet, és azt eldobjuk a
csukoval egyiitt.

5. Ha elfogyott a kifejezés, de van még a veremben elem, akkor ezeket egyenként kivessziik (a
verem szabalyainak megfelelden) és attessziik a postfix kifejezésbe.

Példal: (5*(6+2)—8/4)

Ssz Input Miveletek: Verem tartalma. Postfix kifejezés:

1. verembe (

2. 5 postfixbe ( 5

3. * verembe *

4. ( verembe (*(

5 6 postfixbe 56

6. + verembe (*(+

7. 2 postfixbe 562

8 ) verembdl + postfixbe  (* ( 562+

9. verembdl ) (* nyitd ( eldobom
10. - verembe (*- prioritas miatt nem jo! Tehat ezt nem Iépjiik meg.
11. * verembdl * postfixba ( 562+*
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12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

verembe (-

8 postfixbe

/ verembe (-1

4 postfixbe

) verembdél postfixbe (-
verembdl postfixbe (
verembdl postfixbe

tehatt5* (6+2)-8/4 — 562+*84/-

562+*8

562+*84
562+*84/
562+*84/-
nyit6 ( eldobom

Példa 2: Masik kifejezés: 372/ (5+ 3) (Az atalakitas menete rovidebb magyarazattal:)

Input Verem Postfix tevékenység
3 3 Sorbdl — sorba
N A 3 Verembe
2 A 32 Sorb6l — sorba
/ / 327 Prioritas? Sorba, verembe
( /( 32" Verembe
5 ( 3275 Sorbdl — sorba
+ /(+ 3275 Prioritas? Sorba, verembe
3 (+ 32753 Sorbdl - sorba
) 32753+ Veremiirités ) ig

32753+/ Veremiirités teljesen
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A fenti eljaras algoritmusa a kdvetkezdkben lathato.
Felhasznaljuk a mar ismert verem feldolgozé algoritmusokat. Leirdsuk a masik kotetben

megtalalhatok.

VEREMBE(V,X) Az X elhelyezése a V verembe (PUSH(X) )
VEREMB@L(V,X) A V verem legfels6 elemének kivétele X —be.
TETO(V) A verem legfelsd elemének értéke

N infix kifejezés hossza

Az A-beli kifejezés B-beli lengyel formara hozasa, V verem felhasznalasaval.

Lengyvel formara hozas

Eljaras
J=1;
VEREMBE(V kif.végjel)
Ciklus I = 1-t61 N-ig
X=A(l)
Elagazas
X = adat
X = 7’(77
X = ”)”

Elagazas vége
Ciklus vége
Veremiirités
Eljaras vége

esetén B(J):=X

J=J+1

esetén VEREMBE(V,X)
esetén zargjel feldolgozas
X =miiv.jel esetén muvelet feldolgozas



Miiveletfeldolgozas ( X-ben van a miiveleti jel )
Eljaras
Ciklus amig prioritas(X) < = prioritas (TETO(V))
VEREMBOL(V,B())
J=J+1
Ciklus vége
Verembe(V,X)
Eljaras vége

Veremiirités
Eljaras
Ciklus amig TETO(V) <> kifejezés végjel
VEREMBOL(V,B()))
J=J+1
Ciklus vége
Eljaras vége

Zardjel feldolgozas ( X-ben van a csuké zarojel)
Eljaras
Ciklus amig TETO(V) <> (.,
VEREMBOL(V, B(J))
J=J+1
Ciklus vége
VEREMBOL(V,X)
Eljaras vége

2.5.3.2. Postfix kifejezés kiértékelése veremmel.

A kovetkezd 1épés a kapott posztfix kifejezés kiértékelése. Az algoritmus a kdvetkezo:

Olvassuk végig a posztfix kifejezést balrol jobbra haladva ¢€s a kiolvasott érték tipusatdl fiiggden

jarjunk el az alabbi modon:
1.Ha operandust olvasunk, akkor ezt tegylik be a verembe.

2.Ha miiveleti jelet olvasunk, akkor vegyiik ki a verembdl a két legfels6 elemet, végezziik el velikk

a miiveletet, (a sorrend fontos!) és az eredményt tegyiik vissza a verembe.

Példal: (5*(6+2)-8/4) - 562+*84/-
A kiértékelés folyamata:

Input Tevékenység: Verem tartalma.
1. 5 verembe 5
2. 6 verembe 56
3. 2 verembe 562
4. + verembd1! 2+6=8 verembe 58
5 * veremb6l 8*5=40 verembe 40
6. 8 verembe 408
7. 4 verembe 4084
8. [/ verembdl 8/4=2 verembe 402
9. - verembol 40-2=38 verembe 38

! sorrend: ki op1, ki op2 és op2 miivelet opl= eredmény!!
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Példa2: (2%(5+2))/2+5%6 — 252+*2/56%+

Input Tevékenység:

Verem tartalma.

1. 2 verembe

2. 5 verembe

3. 2 verembe

4, + verembol 2+5=7 verembe
5 * veremb6l 2*7=14 verembe
6. 2 verembe

7. | verembdl 14/2=7 verembe
8. 5 verembe

10. 6 verembe

11. * veremb6l 5*6=30 verembe
12. + verembol 7+30=37 verembe

2.6. Iranyitott grdfok dabrazoldsa.

2
25
252
27
14
142
7
75
756
730
37

Tetszoleges iranyitott graf dbrazolasa egy adott programnyelvben — hasonléan a bindris fdkhoz —
torténhet statikusan, a szomszédsagi matrix vagy a szomszédsagi tombok segitségével avagy torténhet

lancolt listak hasznalataval.

2.6.1.8z0mszédsdgi matrix 21

Egy n pontt graf matrixszal vald reprezentalasanak egyik legtermészetesebb modja (feltéve,
hogy az esetleges parhuzamos éleket nem kell megkiilonbdztetni): ha definialunk egy n x n-es A(G) =

(@ij) matrixot az alabbi modon:

0, ha az i-edik és j-edik pont nem szomszédos

a” = k,
1,

) V3

Iranyitott grafokat is megadhatunk ilyen modon, csak ott ajj az i-edik pontbdl a

ha az i-edik és j-edik pont k6zo6tt k darab parhuzamos é1 halad
ha i =j és az i-edik ponthoz | darab hurokél illeszkedik.

0 2110
2 0100
A=11 01 0
1 0101
0 0011
2.24. abra

j-edik pontba

vezet6 ¢lek szama. Ezt az A(G) matrixot a G graf szomszédsagi matrixanak nevezziik.
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01000

Vo Vs 00100

A=/0 0 0 2 O

0 0001

Vs . 0 0111
2.25. abra

Ennek a tarolasi modnak eldonye az egyszertisége. Egyes algoritmusok, mint a kés6bbiekben
bemutatasra keriild utmatrixot kezeld algoritmusok ( a szomszédsagi matrix hatvanyait hasznalo
algoritmus ill. a Warshall algoritmus ) egyarant timaszkodnak erre a tarolasi modra.

Hatranya, hogy sziikségteleniil nagy tarigényt kdvetel, kiilonosen ,,ritka” grafok esetén, azaz ha az élek
szama lényegesen kevesebb, mint a csicsok szdmanak négyzete, azaz a matrix elemszama.

2.6.2.8Szomszédossagi tombok.

Gyakran hasznos a gréafot tigy tarolni, hogy minden pontjahoz felsoroljuk a szomszédjait. Pl. az
2.26. abran lathato grafra ez az abra melletti tablazatot adna. A matrix K. sora a k. cstics szomszédjait
sorolja fel.

W 2 234
14
14
1235
4
3 ® ®
2.26. 4dbra
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Mivel ezek a szomszédossagi listak altalaban kiilonbozé hosszisagiak, érdemes Oket egy nagy
kozos tombben tarolni a tarigény csdkkentése érdekében, és egy kiilon tombben tarolni a ,,mutatokat”
(pointer), hogy honnét kezdve kell olvasni egy adott pont szomszédjait. Igy a fenti tablazat az aldbbi
két tombbel helyettesithetd:

Elek: |1 |4 |6 |8 |12 cimek:
23414 14 123514 és 146812

A ,cimek” vektor |. eleme azt az indexet adja meg, ahonnan az élek vektorban az |. cstcsa
szomszédjainak felsorolasa kezdédik.
Ezt a két tombot nevezziik roviden szomszédossagi tombnek.

Elonye ennek az abrazolasi mddnak a tomorsége, hatranya azonban, hogy nehézkes ( és nagy
miveletigényli ) a grafhoz egy-egy ijabb ¢l vagy csomopont hozzavétele vagy elhagyasa.

2.6.3. Lancolt listas adatszerkezet.

A lancolt listakkal valo reprezentacio soran a graf cstcsait felflizziik egy dinamikus listara (cstcslista).
Emellett minden csucsbol indul egy masik lista, az adott csticsbol indulo élek listaja (éllista). Minden
¢l — elem tartalmaz egy mutatot, mely az él végpontjara mutat.( 2.27 — 2.28. abra.)

Példa

V7 Csucs Szomszédsagi lista
Vi V2, V3, V4
v " v w
V4
V4
2.27. dbra

A kapcsolt adatszerkezet:

Start Csucslista Ellista

> 2]
MEIE

2.28. abra

2.7. Utmatrix keresés.

Legyenek adottak a G graf A szomszédsagi matrixanak A, A2, A3,... hatvanyai, valamint legyen az
ax(i,j) az AX matrixban az ij-edik elem!

Figyeljik meg, hogy az ax(ij) a vi pontbdl a vj pontba vezet6 2 hossziisagh utak szamat adja. Az ebbol
levonhat6 altalanos kovetkeztetés:

Tétel: Legyen az A a G graf szomszédsagi matrixa! Ebben az esetben ax(i,j), vagyis az AX matrix ij-
edik eleme vi-bdl a vj-be vezet6 K hosszusagu utak szamat adja.
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Legyen adott a 2.29.-es abran lathat6 graf. A graf szomszédsagi matrixa az A matrix:.

V7 Vi
V3 V4 0001
1 011
2.29. abra A=
1 0 01
0 010
Az A matrix A?, A%, és A% hatvanyai a kovetkezok:
0 010 1 0 0 1 0 011
1 01 2 1 0 2 2 2 0 2 3
A= Ad= Al=
0 011 1 011 1 01 2
1 001 0 011 1 011

Ennek megfeleléen tehat a vs-bol a vi-be egy ut létezik, amely 2 hossziisagu, a vo-bdl a vs-ba két olyan
ut létezik, amely 3 hosszusagu, a Vo-bdl a va-be pedig harom olyan ut 1étezik, amely 4 hosszisagu.
Definidljuk most a By matrixot a kovetkezdképpen:
Bi=A + A2+ A3+ .. + A'

Ebben az esetben a B, matrix ij-edik eleme a vi-b6l a vj-be vezetd r, vagy ennél rovidebb utak szamat
adja. Ha csak olyan utakra vagyunk kivancsiak, melyek nem tartalmaznak kort, elég az r = m
hatvanyig szamolnunk. (ahol m a cstcsok szama ) Az ennél tobb élt tartalmazé utak ugyanis
mindenképpen tartalmaznak kort.

Definicio: Legyen a G egyszer(i iranyitott graf, amely a v1, Vo, ..., vim pontokat tartalmazza.
P=(pij) matrix a G iranyitott graf a#mdtrixa vagy elérhetdségi matrixa:
pi=1 minden olyan esetben, amikor vi-bél vezet Gt vj-be. (akarhany élek sorozatan) és pi=0
kiilonben.

A P Gtmatrix és az A szomszédsagi matrix kozott az alabbi osszefiiggés all fenn:

A P = (pjj) atmatrixban pjj #1 akkor és csak akkor, ha B,=A + A% + A3 + .. + A" matrix (i, j)-
ik eleme =0, ahol A a G graf szomszédsagi matrixa, n a csucsok szama.

Az 2.29-es abran lathato graf n = 4 pontot tartalmazé G graf. Az A, A%, A%, A* matrix §sszeaddsa utan
az alabbi B4 matrixot kaptuk:

1 0 2 3
5 0 6 8
B4 =
3 0 35
2 0 3 3
Ha ebben a matrixban 1-re cseréljiik a nem zérus elemeket, akkor a graf P itmatrixat kapjuk:
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1 011

1 011
P=

1 011

1 011

A P matrixot megvizsgalva lathato, hogy a v, pontot egyetlen mas pontbol sem érhetjiik el.

Ezzel az algoritmussal az Gtmatrix megkeresése 0(n*) miiveletigényli, hiszen egy matrix — hatvany
kiszamitasanak miiveletigénye o(n®), és itt m hatvanyra van sziikségiink.

Az utmatrix megkeresésére ennél 1éteznek nagysdgrenddel hatékonyabb eljarasok is, mint példaul a
Warshall algoritmus.

2.8. A Warshall algoritmus

2.8.1. Warshall algoritmus az utmatrix megkeresésére.

Cél: G matrix esetén P utmatrix meghatarozasa.

Jelolés:  Pi(i,j):=1, ha létezik olyan vi—v; ut, amelyik csak a vi, Vo, ... ,Vk kdzbeesd csticsokat
tartalmazza, és P(i,j):=0 kiilénben.

Megjegyzés:  Po(i,j)=1, ha létezik vi—V;él, azaz Po=A szomszédsagi matrix. Tovabba Pn=P, a
keresett utmatrix.

Allitds:  Py(i,j) =1, ha
-vagy Pra(i,j) =1
- vagy Pra(i,k) =1 és Pra(k,j) =1

Azaz a lehetséges utak: Vi

Vje oVj Vje oV
AN V1, ... ,Vk1 csucsokat tartalmazo at /

Tehat Pk(i,j) = Pra(i,j) vagy (Pka(i,k) és Pra(k,j)), ahol:

és| 0 1 val 0 1
0|0 O 0|0 1
110 1 1|11 1

Az algoritmus: 1. Pg:=A
2.FORK=1TO M
3.FORI=Z1TOM
4, FORJ=1TOM

Pi(i.j) := Pia(i.j) vagy (Pa(ik) és Pea(k,j))
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Példa

V2
V1
V3
2.30. abra
010 010 111
P=11 0 1 P= |1 11 P= |1 11
1 00 110 111

2.8.2. Warshall algoritmus a legrévidebb it megkeresésére.

(Ez az algoritmus egy modositott Warshall-algoritmus)
G sulyozott iranyitott graf, W:=(wjj) sulymatrix [wij = 0, ha nem létezik vi—>V; él]

Cél: Q=(qij) matrix megkeresése, ahol q(i,j) az vi—V;j legrovidebb ut hossza.
Jelolés:  Q(i,j) := Min(Qi-(i.j)); Qu1(i, k) +Qa(k.j))
A csak Vi,...,Vk1 kozbiils6 csticsokat feﬁ;asznélé legrovidebb ut hossza

Az algoritmus: 1. Qo(i,j):=W(i,j), ha W(i,j) #0 és Qo (i,j):= o kiilonben
2.FORK:=1to M
3.FOR I:=1to M
4.FORJ=1to M
Q« (1,)):= min(Qua(i.j); Qka (i,K)+Q k1 (k,j))

ahol Q« (i,j) a csak vi,..., Vi1 kOzbiils6 csucsokat felhasznalo legrovidebb 1t hossza

Példa.
s V2
b
Vi 3

’ V3
0 60

2.31. abra w=4 0 3
2 00
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o 6 © w 6 © 10 6 9 10 6 9
Q=4 o 3 Q:=|4 10 3| Q=4 10 3 Q=4 10 3
2 o © 2 8 o 2 8 11 2 8 11

\1 Vi, V2 Vi, V2, V3

Ahol a Qj matrix a vj csomopontot veszi figyelembe.

Megjegyzés: A legrovidebb utak megkeresésére egyéb algoritmusok is ismeretesek megtalalhatoak a
[6], [3] irodalmakban.

2.9. Szélességi és mélységi bejardsok. 17

2.9.1. A szélességi és mélységi bejardasok megvaldsitisa sor és verem adatszerkezettel.
Keresztiranyu bejdards:

Cél: Egy tetszbleges graf 6sszes csomopontjanak végigjarasa (bejarasa) keresztirany(i sorrendben.

Keresztiranyu sorrend:
1. A kiindulépontot jarjuk be.
2. A kiindulopont 6sszes szomszédjait jarjuk be.
3. A szomszédok szomszédjait jarjuk be, stb.

Megvaldsitds: sor adatszerkezet segitségével.

Az algoritmus soran jeldljiik, hogy egy csomdpontot mar bejartunk-e, avagy sem. Ennek megfelelden
egy csomdpont statusza (ST) lehet az algoritmus soran:

1. készenléti allapot (még nem vizsgalt)
2. varakozo allapot (a sorban van)
3 feldolgozott allapot

Az algoritmus:
1. Minden pont statusza legyen 1.
2. A kiindulépont (A) elhelyezése a sorban ST(A):=2.
3. Ismétlés, amig a sor iires nem lesz:
4. A sor els6 elemének (N) eltavolitasa, N feldolgozasa, ST(N):=3.
5. N készenléti allapotu szomszédjainak hozzacsatolasa a sorhoz, statuszuk 2-re
valtoztatasa.

Megjegyzés: Ha maradnak feldolgozand6 pontok, melyek A-bdl nem érhetdk el, egy ilyen ponttal ujra
kell kezdeni az algoritmust.

Példa
V2

V3

V4
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2.32 abra

A sor alakulasa: ST(v, V2, V3):=
“ «  ST(vi)=2
« - ST(v1):=3
« «— ST(v2):=3
— “— ST(v3):=3

«— “— ST(v4):=3

Hosszirdnyu bejards:

ST(va,v3):=2

Cél: Egy tetszbleges graf 0sszes csomopontjanak végigjarasa (bejarasa) hossziranyu sorrendben.

Hosszirdanyu sorrend:
1. A kiindul6pont feldolgozasa.
2. Egy A-bdl kiinduld P ut teljes feldolgozasa.
3. Visszalépés P-n, az els6 elagazastol ismét egy teljes ut végigjaras
(Hasonlit a binaris fa inorder bejarasdhoz.)

Megvalositas: verem

Az algoritmus:
1. Minden csomopont statusza legyen 1.
2. A kiindulépont (A) rahelyezése a veremre, ST(A) :=2.
3. Ismétlés, amig a verem ki nem iiriil.

a

4. A verem fels6 elemének (N) leemelése, N feldolgozasa, ST(N):=3.
5. N készenléti allapot szomszédjainak rahelyezése a veremre, statuszuk legyen 2.

Példa
V5
V1
V4
V2 V3
2.33. abra
ST(vi, ... ,V5):=1
1 2.
Vi ST(vy) :=2 Vs
V4

ST(v1):=3
ST(V3,Va,Vs5):=2
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3. 4. 5. 6.
Vs |ST(vs):=3 ST(va):=3 ST(vs):=3 ~ ST(v2):=3

V3 V2

2.10. Grdfok topologiai rendezése

Tegyiik fel hogy. G graf nem tartalmaz kort

Definicio.: G graf topologiai rendezése a G csucsainak olyan linearis sorbarendezése, melyre, ha
létezik v—u ut G-ben, akkor v megel6zi u-t a sorban.

Példa:

2.34. adbra

Két topologiai rendezése a grafnak:
BDGAFEC

vagy
EGBADFC

Tétel: Legyen G véges iranyitott graf, mely nem tartalmaz koroket. Ekkor G-nek 1étezik topologiai
sorba rendezése.

Cél: G topoldgiai rendezésének megvaldsitasa algoritmussal.

Megvalositas: sor adatszerkezet segitségével.

Az algoritmus:
1. A G graf minden pontjanak be-fokanak meghatarozasa.
2. A zérus be-foku pontok elhelyezése a sorban.
3. Ismétlés, mig a sor iires nem lesz.
4. Sor els6é elemének (N) eltavolitasa, és a topologiai sorba helyezése.
5. Az N pont minden M szomszédjara: BE(M):=BE(M)-1
Ha BE(M)=0, akkor M hozzacsatolasa a sorhoz.
Példa:
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A
c
D
2.35. dbra.

A sor alakulasa:
BE(A):=0 BE(B):=1
BE(C):=1 BE(D):=1

1, <—<—
A 2, « < BE(B):=1-1=0 BE(C):=1-1=0

3, « | B|cCc| «
AB 4, « | c | D| « BED):=1-1=0
ABC 5, <« |D] « BE(D):=1-1=0
ABCD 6, « <«

a topologiai rendezés



3. Rendezések

Az egyszerlibb rendezések leirdsa a programozasi tételek keretén belill a gyakorlati anyagban
megtalalhatd, a tovabbiakban az Gsszetett adatszerkezeteket hasznald rendezéseket mutatjuk be.

3.1.Halom, halomrendezés

Definiciéo: Halom(piramis) az olyan teljes binaris fa, melynek minden csomopontjara igaz, hogy a
csomopont értéke nagyobb vagy nagyobb egyenld, mint a csomopont gyermekeinek értéke.

Példa: Piramis vagy halom
97
< 88\5/ >5\
66/ 6 \35 48/ 5\ / 5\ / 8\3
18/ N /NS

55 62 77 25
40 30 28 24

Megjegyzés: Szekvencialisan, vektorban taroljuk.
A halomrendezés lépései:

Célunk: ,,A” tomb elemeinek rendezése.

1. lépés: H halom felépitése A elemeibdl, az elemek egymas utani beszirasaval a késziilé halomba.

2. lépés: H gyokerének (az aktualisan legnagyobb elemnek) ismételt torlése. (Mas vektorba, vagy A
vektor végére)

Beszurdas halomba

A halomrendezés els6 1épéseként a rendezetlen sorozatbol felépitiink egy halmot, méghozza
elemenként két 1épésben:

1.1épés: Uj elemet a halom végéhez csatoljuk, hogy a teljes fa szerkezet megmaradjon
(a halomszerkezet nem feltétleniil marad meg).
2.lépés: Visszaallitjuk a halomszerkezetet.

Példa Az elobbi halomba beszurjuk a 70-es elemet.
97 1. - halom végére tétel

88/ 2.,3. -beemelés a halom

megfeleld helyére

Megjegyzés: Sorozatbol halmot beszirasok sorozatdval épithetiink.

Példa: Legyen a rendezetlen sorozat: 44,30,50,22,60. A halom felépitésének 1épései:
1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8.
44 44

44 50 50 50 50 60
30/ 36/ \50 3c/ 44 30/ xm !0 >4 66 >4 50 \44
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22 22 60 22 30 22 30

Halom gydkerének torlése

A halomrendezés masodik lépéseként a felépitett halom gyokerét ,,toroljik”, azaz kivesszik a
halombdl és elhelyezziik a rendezett sorozatban, hiszen tudjuk (a halomszerkezet tulajdonsagai
alapjan), hogy a gydkérelem a legnagyobb elem a halomban. Ezek utan a halom utolsé elemét a
gyOkér helyére tessziik (azért, hogy a teljes binaris fa szerkezet megmaradjon), majd visszaallitjuk a
halomszerkezetet.
Tehat minden egyes elem esetén a kdvetkezé harom 1épést hajtjuk végre:
1. lépés: R gyokeret tordljiik (értékiil adjuk egy valtozonak, azaz elhelyezziik a rendezett
sorozatban)
2. lépés:  a gyokér helyére tessziik az utolsé elemet
(megmarad a teljes fa szerkezet, a halom nem feltétleniil)
3. lépés: azj gyokeret a megfeleld helyre illesztjiik a faban, olyan modon, hogy a nagyobbik
gyermekével kicseréljiik addig, mig nagyobb vagy egyenld nem lesz mindkét gyermekénél.

@ ®

8 0 85 70
55 33 30 65 55 33 30 65
G@/ 1. rész 2. 1ész
85 85
.................... \ \
70 55 70
/ \ .......... \ /\
55 33 30 55 33 30 55
3.rész 4.rész

3.2. Binaris rendezofak

Definicio: Binaris keresési (vagy rendezd-) fa az olyan binaris fa, melynek minden csomopontjara
igaz, hogy a csomopont értéke nagyobb, mint a csomdpont bal gyermekének értéke és kisebb vagy
egyenld, mint a csomopont jobb gyermekének értéke.

Példa: Rendezofa
38
14/ \56
VRN VRN
8 23 45 82
1 0’

Megjegyzés: A fa inorder bejarasa az elemeket novekvo sorrendben adja vissza.
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Megjegyzés: Dinamikusan, lancolt listaban taroljuk.
A rendez6faval torténd rendezés 1épései:

Célunk: ,,A” tomb elemeinek rendezése.

1. lépés: R rendezéfa felépitése A elemeibdl, az elemek egymas utani beszirasaval a késziilo
rendezdfaba.

2. lépés: A fa inorder bejarasa.

Beszuras rendezofdaba

A beszurando6 elemet (E) 6sszehasonlitjuk a mar felépitett fa gyokérelemével (R).
- Ha nagyobb, akkor a jobb oldali részfa iranyaban haladunk tovabb és a jobb gyermekkel
hasonlitjuk 6ssze a besziurandé elemet.
- Ha kisebb, akkor a bal oldali részfa iranyaban haladunk tovabb és a bal gyermekkel hasonlitjuk
Ossze a beszrando elemet.
A fenti eljarast folytatjuk, mig levélhez nem jutunk, itt elvégezziik a beszarast.
Azaz az algoritmus:

R<>E és R<>null
T R>E {
R:=bal(R) | R:=jobb(R)
T R=E {
Az elem mar 1étezik | Beszlras

Példa: Legyen a rendezetlen sorozat: 44,30,50,22,60. A rendez6fa felépitésének 1épései:

VAW AW 4
2/ 22/ §O

2

A fenti fat inorder modon bejarva megkapjuk a névekvo sorozatot.

3.3. Gyorsrendezés (Quick sort)

Oszd meg és oldd meg tipusu rendezés.

Célunk: ,,A” tomb elemeinek rendezése.

1. lépés: Az elso elem helyének megkeresése a rendezetlen sorozatban gy, hogy az elem el6tt csak
nala kisebb (nem feltétlentil rendezett sorrendii) elemek legyenek, az elem mogott csak nala
nagyobbak. (tobb lépéses folyamat)

2. lépés: A sorozat részekre bontasa: a megtalalt helyii elem el6tti ill mogotti rendezetlen
részsorozatok rendezése az elobbi modon (rekurzid).

Példa: Legyen a rendezetlen sorozat: 44,30,50,22,60, 57. A rendezés 1épései:
Az els6 elem (44) helyének megkeresése:

1. lépés: Hatulrol elére haladunk a sorozatban és keressiik az elsé 44-nél kisebb elemet, ha
megtalaltuk, ezzel 44 helyet cserél:
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22,30,50 ,60,57

2. lépés: ElSlr6l hatra haladunk a sorozatban és keressiik az elsé 44-nél nagyobb elemet, ha
megtalaltuk, ezzel 44 helyet cserél:

22,30, 50 ,60, 57
%
22,30,0,60,57

Ezzel az els6 elem (44) helyét megtalaltuk.
A rendezetlen sorozatunk két még rendezetlen részsorozatot eredményezett:
22,3044 50,60,57

Ezeket kiilon-kiilon a fenti rendezés megismétlésével rendezziik. Jelen esetben csak az alabbi sorozatot
kell rendezni:

50,60, 57

A rendezés 1épései:

(D057
e

50| 60,57

50|<7_

50| 57,60

3.4. Osszefésiiléses rendezés

Célunk: ,,A” tomb elemeinek rendezése.
1. lépés: Rendezett elemparok képzése a rendezetlen tombbol.
2. lépés: A rendezett elemparok Osszefésiilése (Osszefuttatasa) rendezett négyesekké.

k. Iépés: A rendezett 251 elemii tombok dsszefésiilése (Osszefuttatasa) rendezett 2% elemii tdombokké.

Példa: Legyen a rendezetlen sorozat: 44,30,50,22,60, 57. A rendezés 1épései:
4413015022160/ 57
|\ |\ |\
30, 44122, 50|57, 60
()
22,30, 44,5057, 60
|\
22, 30, 44, 50 , 57, 60
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3.5.4 rendezo algoritmusok bonyolultsaganak osszehasonlitasa

A rendez6 algoritmusok megtalalhatoak ebben a jegyzetben, a *-gal jeloltek pedig az ehhez
tartoz6 programozasi feladatok kotetben.

Algoritmus Legrosszabb eset Atlagos eset +memoriaigény
Rendezés kozvetlen 0o(n?) 0(n?)
kivéalasztassal*
Rendezés minimum O(n?) O(n?)
Kivalasztassal*
Egyszerti beillesztéses O(n?) 0(n?)
rendezés.*
Buborékrendezés* o(n?) o(n?) -
Halomrendezés O(n logzn) O(n logzn) -
Rendezés rendezdfaval o(n?) O(n logzn) -
Gyorsrendezés o(n?) O(n logzn) -
Osszefésiiléses rendezés O(n logzn) O(n logzn) O(n)
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4. AUTOMATAK ES FORMALIS NYELVEK

4.1. Programozdsi nyelvek szintaktikdja

Amikor egy adott program szintaktikus ellendrzését végezziik, két dolgot kell megvizsgalnunk:
El6szor is fel kell ismerniink a programozasi nyelvben hasznalhaté alapszavakat, szimbolumokat (if,
then, else, begin, end, stb.), majd meg kell vizsgalnunk, hogy ezek, valamint a programban szerepld
egyéb, szavak, karakterek, kifejezések helyes sorrendben kovetik-e egymast, abban az értelemben,
hogy megfelelnek-e az adott programnyelv szabalyainak. Az els6 vizsgalatot lexikalis analizisnek, mig
a masodikat Iényegi szintaktikus ellenérzésnek nevezziik.

(A lexikalis analizist tobbnyire az adott programnyelvhez tartozd szdvegszerkeszték azonnal
elvégzik.)

Azaz:
Szintaktikus programsor Osszeallitottuk az alapszimbolumokat
ellendrzés helyessége (ezek helyesek-e?)

- lexikalis analizis

az alapszimbolumok megfeleld kombinacioban
kovetik-e egymast
- lényegi szintaktikus analizis

A lényegi szintaktikai analizishez tehat sziikséges azon szabalyok megadasa, mellyel szabalyos
programokat lehet létrehozni, maga az analizis pedig annak vizsgalata, hogy az altalunk Iétrehozott
program megfelel-e ezen szabalyoknak.

A szabalyok formalis leirasara ugynevezett metanyelvi modszert dolgoztak ki.

A metanyelvek egyik legkorabbi véltozata az un. Backus-féle normalforma, vagy Backus-
Naur forma (BNF). Az elsé magasszint(i nyelvek egyikének, az ALGOL-nak is l1étezik leirasa Backus-
féle normalformaban.

Amikor egy programnyelv leirdsat (szabalyait, grammatikajat) szeretnénk BNF-ben megadni,
valgjaban véges sok szabalyt kell megadnunk. Ezeket a szabalyokat a késObbiekben nyelvtani
szabalyoknak fogjuk nevezni. Minden szabaly egy-egy metanyelvi egyenldség, melynek két oldalat a
= szimboOlum valasztja el. A bal oldalon egy szoveg all metazardjelek kozé zarva. Ez a szoveg
tobbnyire a nyelv valamely szintaktikus egységének neve. A késdbbiekben az ilyen egységeket az
adott nyelv nemterminalis- vagy nyelvtani jeleinek fogjuk nevezni. A metanyelvi egyenl6ség jobb
oldalan szintén hasonlé nyelvtani jelek vagy a programnyelv alapegységei, ill. ezek véges sorozata
allhat, vagy tobb ilyen sorozat fliggdleges vonalakkal elvalasztva. A fliggdleges vonal a ,,vagy” jele,
azt jelenti, hogy a felsorolt sorozatok (késobb ezeket szavaknak nevezziik majd) mindegyike szoba
jOhet az egyenl6ségnél, mint lehetoség:
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A metanyelvi Jelentése Hasznalata

szimbolum

= ,Definicid szerint egyenld” A definidlandé fogalmat valasztja

el a meghatarozastol.

<szbveg> Nemterminalis vagy nyelvtani jel. A | Azt jeloli, hogy a két metazardjel
zardjelben levd szoveg egy szintaktikai | koz€é zart sorozatot egységes
egység neve. jelként kell kezelni.
»vagy” A definialand6 szintaktikai

egység lehetséges
meghatarozasait valasztja el
egymastol.

Tovabba a szabalyok leirdsdnak részét képezik a tényleges jelek (termindlis jelek), példaul a
programozasban szerepld alapszimbolumok, betiik, szamok.

Példa 1.:

Egy olyan azonosito leirasa, amely véges sok szamjegybdl vagy betibol allhat, de az elsé karaktere
mindenképpen betli:

betli

b

betli vagy szdm (opcionalis)

azonvég

<azonosito>::=<betli> | <betii><azonvég>

nemterminalis jel

<azonvég>::=<betli> | <szdmjegy> | <betli><azonvég> | <szdmjegy><azonvég>
<beti>::=A|B|C|...|z <+———termindlis jel
<szamjegy>::=0|1]2]3]...]19

A fenti szabalyokkal definidltuk az azonosité fogalmat a fent megfogalmazott elképzeléseink szerint.
A szintaktikus elemzés soran a szabalyok ismeretében egy forditoprogramnak ill. szintaktikus
elemzének célja eldonteni, hogy egy adott konkrét karaktersorozat helyes azonosito-e a definicio

szerint.

Tekintsiik példaként az alabbi karaktersorozatot: A13BC
Cél: Eldonteni, hogy helyes azonosito-e.

Felépitjiik a karaktersorozathoz tartozo ,,szintaxisfat”, melyet ugy kapunk, hogy a gyokér helyére az
<azonosité> metanyelvi szimbolumot helyezziik, majd minden tovabbi szintet gy képziink, hogy ha
egy adott csucs szerepelt valamely szabaly bal oldalan, akkor kozvetlen leszarmazottai balrdl jobbra
haladva ezen szabaly jobb oldalan taldlhat6é valamely sz6 elemei.

Jelen példankban:
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/<azonosité> \

<betii> <azonvég>
A
<szjegy/ <\azonvég>
1
<szjegy> <azonvég>
3 7N\
<beti> <azonvég>
B |
<betii>
C
4.1. abra

Ha tudunk olyan fat épiteni, melyben a leveleket balrol jobbra haladva 6sszeolvassuk és igy a keresett
azonositot kapjuk, akkor ez az azonosité megfelel a szintaxisnak. Ezt tigy is mondjuk, hogy ennek az
azonositonak létezik szintaxisfaja.

Altalaban azt mondhatjuk, hogy egy azonositd akkor helyes, akkor felel meg a szabalyoknak, ha
létezik szintaxisfaja, vagy mas kifejezéssel élve: levezethetd.

Példa 2.: pozitiv egész szamok definidlasa:
<egész>::=1|2|3]...]19]|<egész> 0 |<egész>1 | ...... | <egész>9

Példa: 1024 levezetése:

<egész>

<egész>/ \4
<egész>/ \2
<egész>/

N

4.2. abra
Példa 3.: Egyszer kifejezés leirasa:

A+B*C/(+3)-D*E+A*D/(-5.3)

lgx tal tén}% konst:m\s

additiv multiplikativ
operator operator

<kifejezés>::=<tag> | <tag™><add.op.><kifejezés>
<tag>::=<tényez0> | <tényez6><mult.op.><tag>
<tényez6>::=<azonosité> | <konstans>

<add.op.>:=+]|-

<mult.op.>:=*|/

<konstans>: :=<szam> | <eldjel><szam>

<eldjel>:=+| -

<szam>::=<szjegy> | <szjegy><szam> | <szjegy> * <tizedes>
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<tizedes>::=<szjegy> | <szjegy><tizedes>
Példa: A+B*C Cél: eldonteni, hogy helyes kifejezés-e?
Felépitjiik a szintaxisfajat:
<kifejezés>
<tag> <add.op.> <kifejezés>

_— + \
<tényez4>

<tag>

<azonosito> / \ \
<bet(i> <tényez6> <mult.op.> <tag>
*

A <azonosit6> <tényez0>
<bet(i> <azonosito>
B <betii>
C
4.3. dbra
Példa (-53.82) Cél: Eldonteni, helyes konstans-e?

A szintaxisfa:

//<konstar|15> \
( <elGjel> <szam> )

B / \

<szjegy> <szdm>
5 T
<szjegy> . / <tizedes>
\
<szjegy> <tizefes>
<szjegy>
2
4.4, dbra

Példa 4.: A tovabbiakban egy egyszerl, strukturalt, eljaras nélkiili Pascal pr. Magjat irjuk le
szabalyokkal, a kovetkezé megszoritasokat alkalmazva: programnév, deklaracié nincs, csak értékado
utasitasok vannak, elagazasban csak begin...end szerkezet engedhetd meg.

<pr.mag>::=begin<utasitassorozat>end °

<utasitassorozat>::=<utasitas> | <utasitas><utasitassorozat>
<utasitas>::=<blokk> | <eldg.> | <ciklus> | <értékado utasitas>
<blokk>::=begin < utasitassorozat > end ;

<blokk1>::=begin < utasitadssorozat >end

<elag.>::=if <log.kif.> then <blokk1> else <blokk> | if <log.kif.> then <blokk>
<ciklus>::= while <log.kif.> do <utasitas>

<érté¢kado utasitas >::= <azonositdo> = <kifejezés> ;
<log.kif.>::=<kifejezés><relacio><kifejezés> | <log.kif.><log.op.><logif.> | — (<log.kif.>)
<relacio>i=<|>|<=|>=|=|<>

<log.op.>::= A |V
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Példa: begin

1:=0;
S:=0;
while | <= N do
begin
S:=S+1;
l:=1+1;
end;

end.

A szintaxisfa kezdo részlete:

/ <pr.mag>
begin <utasité@ <er1d> \ .

<utasités/ <utasitassorozat>
<értékado ut.> / T~

<utasitas> <utasitassorozat>
<azonosité> = <kifejezés> <értékado ut.> <utasitas>
<betii> <tag> : <ciklus>
I <tényez0>
<konstans>
<szam>
<szjegy>
0

4.5. abra

4.2. Formalis nyelvek - véges automatdik

Az el6z6 fejezetben talalkoztunk néhany fogalommal: szabalyok, nyelvtan, termindlis— &s
nemterminalis jelek, szintaxisfa, levezetés...

A tovabbi fejezetek célja pontositani és altalanositani ezeket a fogalmakat és modszereket adni a
levezetések megkonstrualasara.

Definicié: Abécé: jelek, szimbolumok nem iires halmaza.
Példa:
T, :{a,b,c}

T, :{if ,then,else, for,do,a,b,c}
Definicio: Szo: Az abécé betliibol alkotott véges sorozat.
Példa.:

T esetén: aabbaa =: uy
T, esetén: if b then for ¢ do if b then a else ¢ =: uz

Definicio: Sz6 hossza: betiiinek a szama.
Pelda: | U1| = 6, | U2| =12
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Definicié: Ures sz6: olyan sz6, amely nem tartalmaz betiit.
Jele: ¢ Az iires szo6 hossza: |g|=0

Jelolés: T abc
1. T*:={T-bol alkotott &sszes szavak halmaza}
2. T :=T*\{c}

Példa: T, ={¢,a,b,c,ab,ac,bc,aa,bb,cc,abc,...}

Definicio: Formalis nyelv:

Legyen T egy abc. L < T* formalis nyelv a T abc felett.

Azaz képezziik egy abc betliibol az Gsszes lehetséges szot (ez nyilvan végtelen halmaz), majd vessziik
ennek a halmaznak egy tetszéleges (véges vagy végtelen) részhalmazat. Az igy kapott részhalmaz egy
formalis nyelv.

Példa:
1. T, abc feletti lehetséges formalis nyelv: { ab,ba }
vagy { ab,aabb, aaabbb, aaaabbbb, ..., a'b", .... }

2. T, Pascal alapszimbolumok
E feletti nyelv: a helyesen megirt Pascal programok halmaza := Lpascal

Tehat az, hogy egy Pascal-ban megirt program (p) szintaktikailag helyes, megfogalmazhatd ngy is,
hogy p € Lpasca. Feladatunk majd a tovabbiakban ennek eldontése lesz.

Hogyan definialhatunk formalis nyelveket?

- Véges nyelveket: elemeik megadasaval
Pl: L = {aa,ab,ba,bb }

- Végtelen nyelveket:

- Halmaz megadésaval:
Pl: L={a'b', i > 0}

- Szabalyok segitségével: (BNF altalanositasa )

A tovabbiakban csak ezzel az utobbi esettel foglakozunk, azaz formalis nyelveket hozunk Iétre
(generalunk) szabalyok (nyelvtanok) segitségével.
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4.3. Formalis nyelvek generdtorai — generativ grammatikak

Definicio: G generativ grammatika a kovetkez6 rendezett négyes:
G =<T,N,S§, P>, ahol

T: véges abc, terminalis jelek halmaza
N: véges halmaz — nemterminalis (vagy mas szdval nyelvtani) jelek, ahol T " N
=0

S € N kezdéjel, vagy kiindul6 szimbdlum
P: helyettesitési szabalyok véges halmaza
A szabalyok p — q alakuak, ahol

p € (T U N)* és p-ben van nyelvtani jel

ge (TUN)

crer

T N S
Gi:={ {A,B,...,Z,0,1,....9} , { <azonosit6o>,<azonvég>,<betlii>,<szjegy> } , <azonosito>, P }
ahol P: <azonositd6>  — <betii>
<azonosité> — <betli><azonvég>
<azonvég> - <betli> | <szjegy> | <betli><azonvég> | <szjegy><azonvég>
<beti> - A|B|..|Z
<szjegy> — 0]1]...19

Példa 2.:

Go=<{ab},{S},S, P>
P: {S — aSh
S —ab}
(Rovid jelolés: S — aSh | ab)

Definicio: Levezetés egy grammatikaban az alabbi: kiindulunk a kezdészimbolumbdl, és valasztunk
egy olyan szabalyt, melynek bal oldalan a kezddszimbolum all. A kezddszimbolumot helyettesitjiik az
ezen szabaly jobb oldalan allé szoéval. Amennyiben az igy kapott szoban van még nyelvtani jel, ezt is
helyettesitjiilk a megfelelé szabalyok alapjan, egészen addig, mig a kapott sz6 mar csak terminalis
jeleket tartalmaz. Az igy kapott o széra azt mondjuk, hogy S-bél levezethetd.

Példa: Egy levezetés a 2. példaban leirt grammatikaban:

S — aSbh—aaSbhb—aaabbb,
Azaz az aaabbb sz0 levezethet6 az S kezdGszimbolumbol.

Mas megfogalmazassal:
Definicio: G=<T, N, S, P > nyelvtan generalja az o € T* szot, ha: S-bél levezethet6 az a. (S =)

Definicio: G = < T, N, S, P > grammatika generdlja az L < T* nyelvet, ha: L= {a | aeT* és a
levezethetd S-bol}

Azaz a G nyelvtan altal generdlt formalis nyelv nem mads, mint a nyelv kezd0szimbolumabol
levezethetd terminalis_jelsorozatok Osszessége.

Jelilés: L(G)

Példal: L(G,) = { azonositok } (a fenti 1. példanak megfelelen)
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Példa2: L(G)={ab',i>1}
A fenti 2. példaban leirt nyelvtan altal generalt nyelv azon szavakbol all, melyek a' b' alaktak i >1
(azaz tartalmaznak valamennyi ,,a” betiit és utana ugyanannyi ,,b” betit).

Definicio: G’ és G” nyelvtanok ekvivalensek, ha L(G’) = L(G”), azaz két nyelvtan akkor ekvivalens,
ha az altaluk generalt nyelv megegyezik (tehat szabalyaiknak és nyelvtani jeleiknek nem feltétleniil
kell megegyezniiik).

Tovabbi példak:

Példa3: Természetes szamok felirasa:
G; =<{0,..,.9}, {s}, s, P>
P: s—>s0|sl|...]s9]1]|2]...|9

Példa4: 3-mal oszthatd természetes szamok ( 009, 000, stb. is a nyelvhez tartoznak ):

A nem terminalis jelek a 3-mal val6 osztas maradékosztalyai lesznek:
Ao azon szamok, melyek 3-mal osztva 0-t adnak maradékul,
A1 azon szamok, melyek 3-mal osztva 1-t adnak maradékul, végiil
A azon szamok, melyek 3-mal osztva 2-t adnak maradékul.

G:=<{0,..,9}, {Ao, A, A2} Ao, P>

P: Ao—>0|3|6]|9]3A0|6A0|9A0 | 2A1 | 5A1 | 8AL | 1A |4A2 | TA2
Ar—> 1|47 |1A0|4A0 | 7A0 | 0A1 | 3A1 | 6A1|9A1 | 2A; | 5A2 | 8A,
A, —>2|5|8|2A0|5A0 | 8A0 | 1A1 | 4A1 | TA1 | 0A; | 3A2 | 6A2 | 9A:

Levezethet-e ebben a grammatikaban a 893172 sz, azaz oszthato-e 3-mal?

A levezetés:
Ao — 8 A1 - 89A; — 893 A1 — 8931 Ay — 89317 A, — 893172
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4.4 Nyelvek osztalyozdsa
(Chomsky-féle hierarchia)

A nyelvtanokat szabalyaik alakja alapjan Noam Chomsky, amerikai nyelvész (1928.) 4 osztalyba
sorolta. Ezek az alabbiak:

a 0. tipust vagy altalanos nyelvtanok,

az 1. tipusu vagy kornyezetfiiggd nyelvtanok,

a 2. tipust vagy kornyezetfiiggetlen nyelvtanok €s

a 3. tipusu vagy regularis nyelvtanok.

Definicio: 0. tipusu nyelvtan:
Ebben az esetben a szabalyokra nincs megkotés, azaz a szabalyok alakja: oo A B — o alaku,
ahol
a, B, o e (TUN)*és A e N.
Tehat az egyetlen megkdtés, hogy a szabaly bal oldalan legalabb egy nyelvtani jelnek
szerepelnie kell, ezen til mind a szabalyok bal mind a jobb oldalan allhat terminalis é€s
nemterminalis jelek véges sorozata.

Definicio: G = < T,N,S,P > 1-es tipust nyelvtan, ha a szabalyok alakja:
aAB — amf, ahol
o, B,oe(TUN)*ésAeN, o=
Tehat A nyelvtani jel csak bizonyos kornyezetben helyettesitheté w-val, ahol ®
terminalis és nemterminalis jelek tetszdleges véges sorozata. o és § az A nyelvtani jel bal- ill.
jobboldali kornyezete, mely a szabaly jobb oldalan is ,,kdzreveszi” m-t.

Megjegyzés:  Egy nyelvtan csak akkor tekinthet6 1-es tipustinak, ha valamennyi szabalya megfelel
az 1-es tipusu kdvetelményeknek. Ha csak 1 szabdlya is 0. tipusu, akkor a nyelvtan mar 0. tipust.

Megjegyzés: Azért, hogy az iires szot is levezethessiik, megengedjilk az S — & szabalyt, de ekkor S
nem allhat szabaly jobb oldalan. ( Igy a jobb oldal soha nem révidebb, mint a bal. )

Példa: Gs =< {ab,c}, {S,ABC},S, P>

P: S —> aSAC |abC itt S jobb- és baloldali kdrnyezete: €
CA—> BA itt C jobboldali kdryezete: A, balodali kdrnyezete: €
BacA — BacC itt A baloldali kdrnyezete: Bac, jobbodali kornyezete: ¢
BCCa —» ACCa itt B jobboldali kdrnyezete: CCa, balodali kdrnyezete: €
bA — bb itt A baloldali kdmyezete : b, jobbodali kornyezete: &
C-oc itt C jobb- és baloldali kdrnyezete: €

Belathato: L(Gs) ={a"b"c"|n>11}.
Definicio: G = < T,N,S,P > 2-es tipust nyelvtan, ha a szabalyok alakja:
A—>o,aholAeNéso e (TUN)* o=¢

Tehat szabaly bal oldalan mar nem allhat tetszéleges sorozat, hanem csak egy nyelvtani jel
(A), a jobboldalon pedig termindlis és nemterminalis jelek tetsz6leges véges sorozata, m.

Megjegyzés: G tartalmazhatja az S — ¢ szabalyt, S ekkor nem allhat szabaly jobb oldalan.

59



Megjegyzés: Szamunkra a legfontosabbak a 2. tipusi nyelvtanok lesznek, mert a programozasi
nyelveket leird szabalyok ebbe a csoportba sorolhatok. Ha megnézzilk a BNF segitségével leirt
szabalyokat, felismerhetjiik benniik a 2. tipust szabalyok jellemzdit!

Példa: G¢:=<{0,1},{S},S,P>
P: S—>SS|0S1|1S0|10|01
L(Ge) ={a € (0,1)* | d(a) > 2, a-ban ugyanannyi 1-es van, mint 0}

Definicio: G 3-as tipusu nyelvtan, ha a szabalyok alakja:

A—aB,vagyA—>a,aholABeN,aeT.

Tehat szabaly bal oldalan tovabbra is mar csak egy nyelvtani jel (A) allhat, de itt mar a jobboldalon
sem allhat tetszoleges sorozat, hanem csak vagy egy terminalis jel vagy egy terminalis és egy
nemterminalis jel.

Megjegyzés: G tartalmazhatja az S — € szabalyt, S ekkor nem allhat szabaly jobb oldalan.

Példa: G; :=<{1} ,{S,AB},S,P>
P: S—>1A ¢

A—>1B|1

B— 1A
L(G7)={1"|n>0}

Definicio: Gi .= { L | 3 G i. tipust nyelvtan, olyan, hogy L = L(G) }, azaz Gi azon nyelvek
Osszessége, melyekhez 1étezik dket generalo i. tipust nyelvtan (itt 0<=1 <= 3).

Definicio: L egy i. tipust nyelv, ha L € G;, azaz létezik 6t generalo i. tipust nyelvtan.

Ilyen értelemben beszéliink altalanos, kdrnyezetfiiggd, kornyezetfiiggetlen, regularis nyelvekrol.

Tétel: (Chomsky-féle hierarchia)

GioG1ioG,Gs

Tehat legsziikebb a regularis nyelvek osztalya, ennél bdvebb a kornyezetfiiggetlen majd a
kornyezetfiiggd nyelvek osztalya, mig a legbdvebb az altalanos nyelvek osztalya.

Megjegyzés: A szigoru tartalmazasi relacio is belathatd, azaz pl. 1étezik olyan 2. tipusu nyelv, mely
nem 3. tipusu is egyben, stb.
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4.5. Véges automatdk, mint felismerok

A véges automatak a formalis nyelvek (ezen beliil regularis nyelvek) felismerdinek viszonylag
egyszerii matematikai modelljei.

A véges automatak szemléltetése:

a.l a2 ..... an-l_ an
%ﬁ szalag
(rajta egy szb a
Véges allapotu megengedett jelekbol)
vezérlomi
(véges sok bels6
allapottal)
4.6. abra

Mikodésiik:

Az automata rendelkezik egy bemend szalaggal. Erre egy olyan sz6 van felirva, amelyet a
megengedett bemend jelekbol (a bemend abc jeleibdl) alkottunk. Emellett az automata rendelkezik egy
»vezérlomivel”, melynek véges sok un. belso allapota lehet.

A belso allapotok kozott van egy kitiintetett allapot, a kezddallapot, az automata indulasakor ebben
az allapotban talalhat6. Tovabba az automatanak bizonyos allapotai végallapotok.

Miuikddése soran az automata beolvas egy jelet balrol jobbra a bemend szalagrol. Ettdl és az
aktualis bels6 allapotatdl fiiggéen egy adott masik belsé allapotba keriil. (Determinisztikus automata
esetén ez az allapot egyértelmiien meghatarozott.) Ezutan Gjra beolvas egy jelet a bemend szalagrol és
ennek valamint a jelenlegi allapotanak fiiggvényében egy ujabb allapotba keriil.

Az automata akkor fejezi be a miikodését, ha kitiriilt a bemend szalag.
Ha az automata befejezéskor végallapotba keriil, akkor azt mondjuk, hogy felismerte a bemend
szalagra irt szot.

Definicio: Az automata altal felismert vagy elfogadott nyelv: az automata altal felismert szavak
halmaza. Azaz: az automata () altal elfogadott nyelv:

L(#):={u|u e T*, u-t #elfogadja }

Definicio: Két automata ekvivalens, ha az altaluk elfogadott nyelv megegyezik.

Tehat a véges determinisztikus automatakat () 5 jellemzovel lehet leirni:
A#=<AT,a,F,3>

|A| < o0 : bels6 allapotok véges halmaza

IT| <o : bemeno jelek véges halmaza (bemend abc)
a e A : kezd6 allapot

FcA : végallapotok halmaza

0. AXT-A :atmenetfiiggvény, amely leirja, hogy egy adott bemend jel hatasara egy adott
bels6 allapotbol melyik belsd allapotba keriiljon az automata.
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Az automatdk megadasa torténhet:

=

Jellemzdinek felsorolasaval, ahol az atmenet fliggvény tablazatos formaban megadhato.
Iranyitott graffal, ahol a bels6 allapotok a graf csticsai, melyeket korrel jelziink, beleirva
az allapot megnevezését. A kezdballapotot a neki megfeleld cstcsba bemutato él jelzi, a
veégallapotokat dupla korrel jeloljiik. Az atmenet fiiggvény értékei az éleken talalhatok, ha
pl. ,,a” bemend jel hatasara ,,A” belsé allapotbol ,,B” allapotba juthatunk, akkor ,,A” és
,»B” csucsok kozé elhelyeziink egy ,,a”-val feliratozott (szinezett) élt.

Példal: Az alabbi automata a 3-mal oszthatd szamokat ismeri fel:

1. Megadas a jellemzok segitségével:

A1:=<{Ao, A, A2} ,{0123456,789},A0,{Ac}, > azaz
harom lehetséges allapot van: Ao, A1, Az,

a bemeno jelek: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,

kezddallapot Ao,

egy végallapot van: Ay,

az atmenetfliiggvény, o pedig az alabbi modon adhaté meg tablazattal:

) 0 1 ... 9
Ao Ao A ... Ao
As Aq Az ... A
Ao A Ao ... Ao

2. Megadas graffal:
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Az automata mitkddése a bemend szalagra irt o = 1104 sz6 esetén:

1 1 0 4
Ay — AL —» A — A, —» @

Azaz az automata indulaskor az Ap allapotban van, onnan az 1-es jel beolvasasanak hatasara az A; —es

allapotba keriil, majd az ujabb 1-es beolvasasa utan A, allapotba, stb.

A sz6 végigolvasasa utdn az Ao allapotban talalhato.
Mivel ebben az esetben Ao végallapot, megallapithato, hogy o szot az automata elfogadta, felismerte,
ami ebben az esetben azt jelenti, hogy o 3-mal oszthato.

Példa2:
1. Megadas a jellemzok segitségével:

A2:=<{0,q,d25} . {ab}, q, {0 qu}, 5>

8(o,a)= 01 3( qo,b)=s
8(qw,a)= 01 8(qu,b)= a2
8(g2,8)= (1 8(gz,b)=q2
o(s,a)=s d(s,b)=s,

azaz tablazattal leirva:

o a b
Jo s S
Ju s g2
g2 s g2
S s s

2. Megadas graffal:

Mely szavakat fogadja el ez az automata?
- az Ures szot,

4.8. abra

- az a-val kezd6do és a-val végz6do szavakat.

A fenti automataval ekvivalens automata:
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4.9. abra

4.6. Nemdeterminisztikus véges automataik

A nemdeterminisztikus automatak abban kiillonboznek a determinisztikus automataktol, hogy egy
belsé allapotbol egy adott bemend jel hatasara tobb lehetséges allapotba is keriilhet az automata, azaz
milkddése nem elére meghatarozott, determinalt.

A nemdeterminisztikus automatat — hasonldan a determinisztikushoz -, 5 jellemz6 irja le:
A=<AT,a,F o>

A belso allapotok véges, nem tires halmaza,

T bemend abc,

o kezdGallapot (age A),

FcA végallapotok halmaza,

S AXT > 2A allapotatmenet fiiggvény, mely a bels¢ allapotok és a bemend jelek

halmazabol a bels6 allapotok részhalmazaiba képez.

Sz6 felismerése: u szot az automata felismeri, ha betiiit balrdl jobbra végigolvasva 1étezik olyan
mikddése, mellyel végallapotba keriil, azaz az elérhetd allapotai kozott van végallapot.

A nemdeterminisztikus automatat a determinisztikus automatahoz hasonléan abrazolhatjuk.

Példa:

# = <{0o, 01, 42}, { 0,1} , qo, { 1, 42} , 8 >, ahol

) 0 1

o {0102} {90}

of} {%0,01} %)

02 {%0.02} {a:}

Miukodése a 0101 szora:
1., 6(o,0) = {102}
2.,6°(q0,01) = 8(q1.1)wd(92,1) = D © {a:} = {a:}
3., 6°(q0,010) = 5(q1, 0) = {qo, 91}
4., 8°(q0,0101) =5(qo, 1)5(qs, 1) = {go}d = {qo}

Mivel qo ¢ F, a sz6t az automata nem fogadja el.
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Definicio: Ga = { L(A) | A determinisztikus automata}, azaz azon nyelvek osztalya, melyekhez
létezik a nyelvet felismerd véges determinisztikus automata.

Gno = { L(A) | A nem determinisztikus automata}, azaz azon nyelvek osztalya,
melyekhez I1étezik a nyelvet felismerd véges nemdeterminisztikus automata.

Tétel: Ga = Gnp, azaz a véges determinisztikus automatakkal felismerhetd nyelvek osztalya
megegyezik a véges nemdeterminisztikus automatakkal felismerhetd nyelvek osztalyaval.

Bizonyitds:
Gac Gno

Trivialis, hiszen minden determinisztikus automata felfoghatod specialis nemdeterminisztikus
automatakeént.

Gno < Ga

Az allitast konstruktiv modon bizonyitjuk, azaz egy adott nemdeterminisztikus automatahoz
megszerkesztjiik a vele ekvivalens determinisztikus automatat.

Legyen A:= < A T,ao,F,d > véges, nemdeterminisztikus automata.
Ehhez konstrualunk egy vele ekvivalens véges determinisztikus automatat az alabbi médon:
A’ :=<Q,T,t,F’,0° > a véges determinisztikus automata, ahol:

Q := 2%, azaz A részhalmazai. Tehat a determinisztikus automata allapotainak szama,
annyi, ahany részhalmaz képezhetd az eredeti nemdeterminisztikus automata
allapotaibol.

T ugyanaz, mint az eredeti automata esetén.

to := { a0 }, azaz az eredeti kezdballapotot tartalmazo egyelemt részhalmaz.

FP={H|HeQ , Hn F #J }, azaz minden olyan részhalmaz végallapotnak
tekintendd, amely tartalmaz elemet az eredtei végallapotok koziil.

8: 8’ (H,a=H’,haHH’ € Q,a € Tés H= {p1, ...p1} pi €A és H’ {r1, ... I} Ii €A és
{r1, ... rm} = 8(p1,a)w d(p2,a)...u 6(P1,a)

Azaz & H,a):= U (p.,a)
p, eH :

Példa :
Ano = < {qo, 91}, {a,b} ,qo, {01}, 6 > véges nemdeterminisztikus automata, ahol

o a b

do {g0} |{do,0:}

i | {Go.0}| O
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Az automata graffal szemléltetve:

4.10. abra

A hozza tartozo determinisztikus automata:

#p

Az eredeti 2 allapotbodl 4 részhalmaz képezhetd, mindegyiknek megfeleltetiink egy allapotot, ezeket t-
vel jeloljiik, als6 indexben utalva a részhalmazra:

Q= %) {90} {a:} {90,01}
t[?] t[&o] '[&11] t[QO&h]
T={a,b},
to = {qo}, melynek a t[qo] allapot felel meg,
F = {HeQ | H{ai}»D}={{d}.{do,a:}}, melyeknek a {t[qs],t[qo,q:]} allapotok
felelnek meg.
Azaz #p= < {t[D],t[q1],t[do] t[do,q1]}.{a,0},t[qo0].{t[d1] ,t[d0,q1]}, 6°>, ahol
o} a b
] |l t[<]
t[go]  5(clo,@)={do}—1[d0] 3(do,b)={do,d:}—>1[qo,q1]
tlgl]  6(a1,2)={do,q:}—>1[qo,q1] 0(q1,b)=0-t[<]
t[00,02]  |5(g0,a)S(q1,2)={Go}{0o,q1}—t[00,q1] 6(qo,0)d(q1,0)={q0,q: } D —1[o,01]

A kapott automata graffal abrazolva:
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4.11. abra

Egyszertisitve:

4.12. abra

Az automata minden szot felismer, amely tartalmaz b betiit.

Tétel: Gs = Ga, azaz a véges nemdeterminisztikus (ill.: a véges determinisztikus) automatak altal
elfogadott nyelvek osztdlya megegyezik a regularis nyelvek osztalyaval. Vagyis a véges
nemdeterminisztikus (ill.: a véges determinisztikus) automatak a regularis (3. tipusi) nyelvek
felismerdi.

Bizonyitds:
Gs < Gno(=Ga) , azaz belatjuk, hogy ha L regularis nyelv, akkor talalhato olyan véges
nemdeterminisztikus automata , amely az L nyelvet ismeri fel.

A Dbizonyitas konstruktiv, azaz L regularis nyelvhez megkonstrudljuk az 06t felismer6 véges
nemdeterminisztikus automatat. A tovabbiakban csak magat a konstrukciot mutatjuk be.

Legyen L regularis nyelv, melyet a G = < T,N,S,P > nyelvtan general.
A hozza tartoz6 A nemdeterminisztikus automata definicioja:

#np = <A T,a,F,6 >, ahol
A:= NU{E} , E ¢ TUN,
a0:= S,
F={E}, ha P-ben nem szerepel az S—¢ szabaly, F={E,S} kiilonben,
d(B,a)= {Di}, ahol B, D; € A, acT, ha P-ben szerepel az alabbi szabaly: B — aD;
tovabba Ee{D;} , ha P-ben szerepel aB — a szabaly.
0(Ea)=9 VaeT.

Példa: G:=< {a,b}, {S,A,B} ,S,P >, ahol a szabalyok a kdvetkezok:
P: S - aS|bS|aA
A — bB
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B - a
A hozza tartoz6 automata:

A#no:=<{S,A,B,E} {a,b},S,{E}S >, ahol

d a b
S | {SA} {S}
A %) {B}
B {E} %)
E %) %)

Bizonyitds (folytatds):
Ga < Gs, azaz minden L nyelvhez, melyet egy véges determinisztikus automata felismer, 1étezik olyan
regularis grammatika, mely az L nyelvet generalja.

Bizonyitds:
A bizonyitas itt is konstruktiv, azaz egy adott determinisztikus automatahoz megkeressiik azt az L
regularis nyelvet, melyet az automata felismer.

Legyen #p := < A, T, a, F, & > véges determinisztikus automata, mely L-t felismeri. Ehhez
konstrualjuk a kdvetkez6 G:= <T, N, S, P> regularis grammatikat, ahol:

T:=T, azaz a terminalis jelek halmaza megegyezik az automata bemend abc-jével,

N:=A, azaz a nyelvtani jelek halmaza megegyezik az automata bels6 allapotaival,

S:=ap azaz a kezd6 nyelvtani jel megegyezik az automata kezddallapotaval,

A szabalyok pedig az alabbi mdédon képezhetok:

P: - minden 6(q,a) = p-hez rendelheté egy q — ap szabaly. (q,peA, aT)

- ha 8(q,a) = p esetén peF, akkor rendelniink kell még egy q—a szabalyt is.

Példa: A#p = <{00,91,02}, {a,b}, o, {01,092}, &>, ahol

o a b
Jo 01 g2
01 Jo 02
g2 01 Jo

A grammatika, mely ezt a nyelvet generalja:

G:= < {ab}, { 90,91,92} ,qo, P >, ahol P szabalyok a kdvetkezdk:

P: Jo—>aqz Jo—a
go—bQq2 go—b
gi—ado
gi—bag: gi—b
Jo—ads Jo—a
g2—bgo
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4.7. Véges automatdk, mint formdlis nyelvek datalakitoi

ai a2 | an-1 an
v@ szalag
(rajta egy szé a
Véges allapotu megengedett jelekbol)
vezérlomi
(véges belso
allapottal)
|

bl b2 ----- bn—l bn \

kimend szalag
(rajta egy szo6 a kimeneti abc jeleibél)

4.13. abra

Az atalakito automatak mitkodése:
- kezddallapotbol indul
- elolvas egy jelet a bemend szalagrol (balrdl jobbra)
- 1j belso allapotba keriil és leir egy jelet a kimend szalagra (balrol jobbra)

A mukodés befejezodik, ha
- nincs definialt kdvetkezo 1€pés vagy
- elolvasta a bemen6 szot

A mukodés eredménye:
- a kimend szalagra irt sz6

Kétféle atalakitd automatardl tanulunk: Mealy-automatakrdl ill. Moore-automatakrol.

Mealy — automata

Jellegzetessége, hogy a kimend jel fligg a belsé allapottol és a beolvasott jeltd] egyarant. Megadasahoz
6 jellemzodre van sziikség:

7. =<A,V, W, 3, A, o>, ahol: - A: belsé allapotok véges, nem iires halmaza
- V: bemend abécé (V = &, véges halmaz)
- W: kimend abécé (W = O, véges halmaz)
- &: atmenetfiiggvény 3:AXV—A
- A: kimeneti fliggvény L: AXV—->W
- go: kezddallapot qoeA.
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Miikodeés: Az a13.....ax bemend szo esetén:

1. 1épés: q1:= 6(qo,a1) 4] belso allapot meghatarozasa
b1:= A(qo,a1) els6 kimend jel meghatarozasa

2. 1épés: g2:= 6(q1,a2) Uj belso allapot meghatarozasa
b2:= A (01 ,a2) masodik kimen6 jel meghatarozasa

Eredmény:
b1b.....ok=A(qoa1) A (01,82)......A(Ok-1,8k) € W* sz0, amely ugyanolyan hosszi, mint a beolvasott szo.

Definiciéo: M automata az o = as....ax bemeneti szot § = bs....bx kimeneti szova forditotta le.
Jelolése: B=7().

Definiciéo: Az M automata az L formalis nyelvet Lo-vé alakitja (forditja le), ha
L, = {o|o=2(a),0.e L1}

Az automata megadasa — a véges determinisztikus automatakhoz hasonldan torténhet
- jellemzbinek megadasaval, ahol az atmenetfiiggvényt és a kimeneti fliggvényt egy

tablazatban abrazoljuk vagy
- graffal, ahol az éleken a beolvasott jel mellett a kiirt jelet is feltiintetjiik.

Példa: 7 :=<{0o,01}, {a,b}, {0,1}, 6, A, go>
8(do,a)= qo MQo,2)=0
8(do,b)= 01 A(Qo,b)=1
3(01,8)= g1 Agua)=1
8(g1,b)= do A(01,b)=0

Az atmenetfiiggvény ¢és a kimeneti fiiggvény megadasa tablazattal:

o\ a b

Jo 0o.0 01,1

(o]} g1 Jo,0

Az automata szemléltetése graftal:

4.14. abra
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Hogyan miikodik ez az automata?
A kimeneti sz6 n. betlije 1 lesz, ha a bemeneti szoban az els6 n betli kdzott paratlan b
szerepel, egyébként 0.
Azaz pl. a baabbab bemend szota 1110110 kimend széra forditja le.

Moore — automata

Jellemzbje, hogy a kimeneti jel csak a bels6 allapottol fiigg.
Megadasa a Mealy automatakhoz hasonldan 6 jellemzo segitségével torténik:

7=<A,V,W, 5, A, go>, ahol: - A: belsé allapotok véges, nem iires halmaza
- V: bemend abécé
- W: kimen6 abécé
- O: atmenetfiiggvény 5:AXV —A
- A: kimeneti fiiggvény A: A ->W
- (o: kezddallapot o € A

Miikédés: Az 3;....ax € V* bemeneti szora:
0. 1épés: bo:=A(q0) 1. kimeneti jel meghatarozasa
1. 1épés: 01:=6(qo,a1) 1j bels6 allapot meghatarozasa
b1:=0(q1) 2. kimeneti jel meghatarozasa
k. 1épés: Qk:=0(Qk-1,ax) ] belso allapot meghatarozasa
bi:=A(qk) k. kimeneti jel meghatarozasa
Eredmény:

bobibs.....0k =M Qo)A (Q)A(G2). ... A(Qk) € W* sz0, azaz itt a kimeneti szoban egy betiivel tobb van, mint
a bemeneti szoban.

Jelolés: 70(®): o bemend szobol atalakitott kimeneti sz6.

Megadas: A Mealy automatakhoz hasonl6éan
- jellemzokkel vagy

- graffal
Példa 7:=<{00,q1,02}, {a,b}, {0,1}, 3, A, qo>
8(qo,a) = s
8(qo,b) =02 AMo) =0
8(q1,a) = 01
6(qs,b) = 02 Ay =1
8(g2,a) = 01
8(gz,b) =2 Mg2) =0

Az atmenetfiiggvény és a kimeneti fliggvény megadasa tablazattal:
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oA a b

Jo 01,0 02,0

01 01,1 02,1

02 01,0 02,0

Az automata szemléltetése graffal:

4.15. abra

Hogyan miikodik ez az automata?
Kimeneti sz6 els6 betiije 0 lesz, a tébbi betiinél a bemend a-t egyesre, a b-t nullara cseréljiik.

Definicio: Legyen Z:=<A, V, W, J, A, o> egy Mealy — automata, €s
%=<A’,V, W, d’, A’ qo’> egy Moore - automata.
# és 7% ekvivalensek, ha minden  bemeneti szora: bZ(w) = %#(w), ahol b:=A(qo) a
Moore automata kezddallapotdhoz tartoz6 kimend jel. Azaz a két automata

ekvivalens, ha ugyanazt a bemend sz6t a Moore automata els6 kimend jelétol
eltekintve ugyanarra a kimend szora forditjak le.

Tétel: Tetszoleges Mealy-automatahoz l1étezik vele ekvivalens Moore-automata.
Tétel: Tetszoleges Moore-automatahoz létezik vele ekvivalens Meal y-automata.

Tétel: Ha L regularis nyelv, 7 egy tetsz6leges Mealy — automata, akkor az 7% altal leforditott nyelv
(7(L)) szintén regularis.

Tétel: Ha L regularis nyelv, 7% egy tetszéleges Moore — automata, akkor az 7 altal leforditott nyelv
(7(L)) szintén regularis.
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4.8. Kornyezetfiiggetlen nyelvek

A tovabbiakban a 2. tipusu, azaz kornyezetfiiggetlen nyelvekkel és az 6 felismerdikkel, a
veremautomatakkal foglalkozunk.

Mint tudjuk, a kornyezetfiiggetlen nyelvek szabalyainak alakja: A—wm, ahol A € N nyelvtani jel,
® €(TUN)*, o=¢ nyelvtani és terminalis jelek véges nem iires sorozata.

A kornyezetfiiggetlen nyelvek szabalyainak megfelelé levezetéseket iranyitott fagrafokkal, a
szintaxisfaval szemléltetjiik, mint ezt a BNF targyaldsa soran mar lattuk.
A tovabbiakban a szintaxisfa ill. a levezetés fogalmat pontositjuk:

Definicio: Legyen G=<T, N, S, P> grammatika.
G-hez tartozo levezetési fa vagy szintaxisfa egy iranyitott fagraf, ha
- csucsai T U N elemei,
- gyokere S,
- és ha AeN esetén az A csucs kozvetlen leszarmazottai balrdl jobbra
Bi, ...., Bk € TUN, akkor létezik P-ben A—B; ... Bk alaku szabaly.

Definicio: A levezetési fa eredménye egy sz6, melyet balr6l jobbra haladva a fa leveleir6l olvasunk
le.

Példa: G = <{if, then, else, for, do, a, b, ¢}, {S, A}, S, P>, ahol a szabalyok az alabbiak:
P: S—ifbthen A|ifbthen AelseS|a
A —>forcdoS |a
Cél az alabbi sz0 levezetése: if b then for c do if b then a else a
Tudjuk, hogy egy szo akkor vezethetd le a szabalyok segitségével, ha 1étezik

szintaxisfaja. A fenti esetben két kiilonboz6 levezetési fat is konstrualhatunk, melynek
eredménye az adott szo:
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Az elso levezetési fa:

ae%a

4.16. abra

A masodik levezetési fa:

Definicio: Legyen G=<T, N, S, P> kornyezetfiiggetlen grammatika. Egy levezetés ebben a
nyelvtanban legbaloldalibb levezetés, ha a levezetés 1épéseinek soran tobb nemterminalis jel megléte
esetén mindig a legbaloldalibb nemterminalis jelet helyettesitjiik valamely szabaly alapjan.

Példa:

A fenti két megadott szintaxisfa az alabbi két kiilonb6z6 legbaloldalibb levezetésnek felel meg:

1. Sh—if b then A else S|— if b then for c do Selse S |— if b then for c do if b then A else S |—
if b then for ¢ do if b then a else S}— if b then for ¢ do if b then a else a.
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2. Sh—if b then A |—if b then for c do S }— if b then for ¢ do if b then A else S |— if b then for
c do if b then aelse S |—if b then for ¢ do if b then a else a.

Definicio: G tobbértelmli kdrnyezetfiiggetlen grammatika, ha létezik benne olyan sz6, melynek
van legalabb két kiilonbozo legbaloldalibb levezetése.

Megjegyzés:  Programozasi nyelvek szempontjabol érdekes: ahhoz, hogy egy program olvasata
egyértelmil legyen, kell, hogy az 6t generalé grammatika egyértelmii legyen.
A tobbértelmiiség a grammatikak sajatja. Egy nyelvet elképzelhetd, hogy le lehet irni
egyeértelmi és nemegyértelmii grammatikakkal is.

Definicio: Egy nyelv orokletesen tobbértelmii, ha nem Ilétezik Ot generald egyértelmii
grammatika.
Allitds: Tlyen nyelv létezik.

A tovabbiakban algoritmust keresiink annak eldontésére, hogy egy adott szd eleme-e egy
kornyezetfiiggetlen nyelvtannak, azaz azt vizsgaljuk, hogy uelL(G) avagy sem, ahol G
kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Ennek a kérdésnek az eldontésére megprobalunk épiteni egy olyan szintaxisfat, melynek gyokere a
nyelvtan kezddjele (S), eredménye pedig u.

Ha sikeriil ilyen szintaxisfat épiteniink, akkor ueL(G), ha nem, akkor ugL(G).

A szintaxisfa épitésére a veremautomatak lesznek alkalmasak.

4.9. Veremautomatak

a.l az ..... a.n-]_ an
bemeno szalag
(rajta egy szb a
Véges allapotu megengedett jelekbol)
vezérlomil
(véges belso
allapottal)
A

2o Z1 | e Z1 | Zk \

veremmemoria
(a veremabc jeleit tartalmazhatja)

4.18. abra

A veremautomata miikodése:
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- Bekapcsolaskor a vezérlomili egy rogzitett kezddallapotba keriil, a veremmemoridban egy
rogzitett kezddjel van a veremabc jelei kozil.
- Az automata lehetséges 1épései:

- beolvas egy bemend jelet. Ettdl és az aktualis belsd allapotatol fiiggden, valamint
attol fiiggden, hogy milyen jel van a veremmemoria tetején, 1) allapotba keriil és beir
egy, a veremabc jeleibdl allo szot, vagy az lires szo6t a veremmemoriaba a beolvasott
felso jel helyére. Ezt a 1épést nevezziik normal 1épésnek.

- bemeneti jel beolvasasa nélkiil, az aktualis belsd allapotatol és a memoria legfelsd
jelétdl fiiggben keriil Gj allapotba, és ir egy szot (akar itt is az iires szot, ezzel
gyakorlatilag torolve a verem legfelsd elemét) a veremmemoridba, szintén a
beolvasott felso jel helyére. Ezt a 1épést nevezziik e-1épésnek.

- Az automata befejezi mikodését, ha

- nincs definialt 1épése vagy

- kiiiriilt a verem.

A veremautomata kétféle modon ismerhet fel egy szot:

- Végdllapottal valé felismerés: ha egy bemend szo hatasara létezik olyan miikodése,
mellyel a szot végig tudja olvasni és a szé elolvasasa utan végallapotba jut. (A
veremautomata milkddése nemdeterminisztikus, tehat egy adott helyzetben tobb
lehetséges 1épés is elképzelhetd.)

- Ures veremmel valo felismerés: ha egy bemend sz6 hatasara létezik olyan mitkdodése,
mellyel a szot végig tudja olvasni és a sz6 elolvasasa utan a verem kitiriil.

EgQy 7 nemdeterminisztikus veremautomatat 7 jellemz6 hataroz meg:

7 =<A,V, W, 8, qo, 2o, F>, ahol

A a belso allapotok véges, nem iires halmaza

\Y a bemend abécé

W a veremabécé

1) az atmenetfiiggvény, ahol 8: AX (VU{e}) x W — AXxW*
JoeA a kezdoallapot

ZoeW a kezddjel a veremmemoriaban

FcA a végallapotok halmaza

Az 7 nemdeterminisztikus veremautomata konfiguracioi irjak le a veremautomata pillanatnyi aktualis
allapotat. Ezt 3 dolog hatarozza meg: a belsé allapot, amelyben az automata éppen van, a bemend
szonak az a maradéka, melyet az automatanak még el kell olvasnia, valamint a verem pillanatnyi
tartalma. Azaz a veremautomata konfiguracioi az olyan <q, o, y> harmasok, ahol qeA belsé allapot,
aeV* bemend szo, ye W™ a verem pillanatnyi tartalma.

A veremautomata miikddése nem mads, mint ezen konfiguraciok valtakozasa, azaz a konfiguraciok
atvitele egymasba. Ez kétféle lehet annak megfelelden, hogy normal- vagy e-1épést hajtottunk-e végre.

Legyen a bemend szalagra felirt szo: o= ai,a.....a,
a veremmemoria tartalma: Y=X1, ..ery Xm;
¢és yie W* a veremabc elemeibdl osszeallitott szo.

Ekkor a konfiguracio-atmenet normal-1épés esetén:

Ha (pi,yi)€8(,a1,Xm), akkor <@, aidz...ak, X1..Xm1Xm> —  <pPi, 8283...8k, X1...Xm1Yi>, azZaz a
bemend szalagrol toroljiik az elsd jelet, a verem legfelsd elemét, xm —et pedig helyettesitjiik y;

77



—vel.

A konfiguracié-atmenet g-1€pés esetén:
Ha (pi,yi) €6(d,&,Xm), akkor <q, a1az...ak, X1...Xm-1Xm> —> <Pi, a1...k, X1...Xm-1yi>, azaz a bemend
szalagrol nem torliink egy jelet sem, csak a verem legfelsd elemét, xm —et pedig helyettesitjiik
vi —Vvel.

Hogyan miikodik az automata a bib;...b; bemend sz6 hatasara?

1. Kezdeti konfiguracio: <qo, bi...b), zo>

2. d-val meghatarozzuk az Osszes lehetséges konfiguraciot, amibe az eredeti konfiguracio
atvihetd.

3. Az 6sszes 0j konfiguraciokra meghatarozzuk a lehetséges 1j konfiguraciokat, stb. ...

Az automata felismer egy szot végallapottal: ha a sorozat utolsé elemei kozott 1étezik
<p,g,y> tipusq, ahol peF.

Az automata felismer egy szot iires veremmel.: ha a sorozat utols6 elemei kozott létezik
<p,g,&> tipust. (p nem feltétlen eleme F-
nek).

Definicio: Az 7 altal végallapottal felismert nyelv - T(7) - azon szavak halmaza, melyeket 7
végallapottal felismer.

Definicio: Az 7 altal tires veremmel felismert nyelv - N(#) - azon szavak halmaza, melyet 7 tires
veremmel ismer fel.

Példa: 7 :=<{0o,q1.92}, {a,b}, {20,213, 3, do, 20, {qo}>
8(Qo,€,20)= {<qo,e>}
8(0o,a,20)= {<q1,2021>}
8(qu,a,21)= {<q1,2:2:>}
8(ql!bazl): {<q218>}
8(02,b,21)= {<qz,e>}
8(02,€,20)= {<qo,e>}

A konfiguraciok atmenetei az aabb bemeneti sz6 hatasara:

<Qo, aabb, zp>

/ \

<(o, aabb, &> <qs, abb, zp 21>
<Qy, bb, Jo 71 21>

<03, b, Zo|21 >

<q29 g, Z0|>
<do, €, € >

4.19. abra
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Az automata végallapottal és iires veremmel is felismerte az aabb szot.
Az automata altal felismert nyelv: T(Z)=N#)={a"b", n>0}, vagyis azok a szavak amelyek elején ,,a”
betiik allnak, majd ugyanannyi ,,b” bet.

Tétel: Egy L nyelvhez akkor és csak akkor Iétezik 6t iires veremmel felismeré %
nemdeterminisztikus ~ veremautomata, ha Iétezik 6t végallapottal felismer6 7.
nemdeterminisztikus veremautomata is.

Definicio: Azt a folyamatot, mellyel megallapitjuk egy adott szorol, hogy egy adott grammatika
generalja-e, szintaktikus elemzésnek nevezziik.

Definicio: Legyen G egy tetszbleges kérnyezetfiiggetlen grammatika. G szintaktikus elemz6i az olyan
automatak, melyek tetszéleges w-rol eldontik, hogy wel(G) avagy sem, és megadjak o sz6 G-beli

levezetési fait is.

Megjegyzés: A tovabbiakban olyan masodik tipusu nyelvtanokkal foglalkozunk, ahol a szabalyok
alakja: X—dXi ... Xk, ahol deT terminalis jel; X,Xj, ..., XkeN nyelvtani jelek.

Allitds: Minden masodik tipusti nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens, a fenti alakii masodik
tipust nyelvtan.

Példa: G:= <{a,b}{S,A}, S{S — a|bSA |bA, A —b|aS}>

Szintaktikus elemzés a ,,baaa” szd esetén, és a levezetési fa:

5 (5]
bSIA‘/\bA
SENENOIO O

Q

|

ba&S baa

baaa

4.20. abra

Tétel: Legyen G=<T, N, S, P> tetszdleges kornyezetfiiggetlen grammatika. Ekkor létezik olyan 7
nemdeterminisztikus veremautomata, amelyik {ires veremmel felismeri az L(G) nyelvet. Azaz
a kornyezetfiiggetlen (2. tipust) nyelvek felismerdi a veremautomatak.

Bizonyitds: Konstruktiv, azaz adott kdrnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megkonstrualjuk az o6t
felismerd veremautomatat.

Tegyiik fel, hogy e¢L(G).
A veremautomata legyen a kovetkez6: Z=<{q}, T, TUN, 9, q, S, &>, ahol qg TUN és
0 a kovetkezo:

- minden P-beli A—a szabélyra <q,o > par legyen eleme 8(q,g,A)-nak.
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(ot az o tiikorképe),
- minden a e T-re 6(g,a,a)={<q,e>}.

Példa: Az elébbi grammatikahoz tartozo 7% nemdeterminisztikus veremautomata, mely iires
veremmel felismeri az L(G) nyelvet:

7 = <{a}, {ab}, {a.b,S,A}, 8, q, S, &>, ahol

8(q,e,5)={<q,a>, <q,ASb>, <q,Ab>},
8(9.e,A)={<q.,b>, <q,Sa>},
5(q.a,8)={<q,e>},

5(q,b,b)={<a,e>},

A ,baaa” sz0 szintaktikus elemzése:

<qg baaa,s »

B D

<g boaga, a>
<g,baaa, ASbH> <q,baaa, Ab>

g aaua, AS>

/’/7 \ y?a, "

S
<

g, a’aa, Aa> <q qaa, AASE> <gqg aaa AAbL> <g.aaa b> <qg aga, Sa>
g, aa, A>

<9, aa,s>

< ,'aab>

g, aaq, <@g aa Sa> <gaaa> <qg aa ASH> <g aa Ab)>

<g,a S> <g a &>
<q aa> <g, a ASb)> <q a Ab>
1q & &>
4.21. abra

Tehat 7 tires veremmel felismeri a ,,baaa” szot.

A veremautomata miikddése tehat altalaban egy o sz6 esetén:

e-lépéssel kicseréli S kezddjelet al-gyel, ha létezik S—a. szabaly.

o-t olvasva egyenként torli ot utolso elemeit, ha azok megegyeznek o beolvasott jeleivel.

Ha nemdeterminisztikus jelhez (pl. A) ér, helyettesiti o’ -gyel, ha 1étezik A—>a’ P szabaly.
Ha nem tud tovabblépni, a fanak ez az aga nem folytathatd, ekkor visszalép és 1j
helyettesitéssel probalkozik.

Ha a veremmemoria kiiiriil a sz6 elolvasasa végén, akkor 7 felismeri o-t.

|+ [ [N =

|0
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